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Predmluva

Tento text obsahuje uéebni litku v rozsahu zimniho semestru predmdétn M0D31 Né-
hodné procesy v soufasnosti pfedndfeného na MFF UK a je vénovan pfevaing Marko-
vovym fetézeiim s diskrétnim a spojitim asem. Predpoklida uréité znalosti z teorie
pravdépodobnosti, nejlépe v rozsahu zimniho semestru pfednagky M086 Teorie pravdi-
podobnosti, bez vétdich potiZi viak bude bude srozumitelny i t&m, ktefi absolvovali jiny
rakladni kurs teorie pravdiépodebnosti zaloZeny na teorii miry.

Vyklad je clenén do kapitol a podkapitol; kromé piikladid uvadéngch v textu jsou
za kaZdou kapitolon uvedena cvifeni, kterd slouzi k dalsimu pochopeni a procvidovini
litky. Kromé toho jsou k textu piipojeny dva dodatky, ve kierych je pfehledné vysvitien

matematicky apardt, ktery pii vykladu pouZivime, nebo na ktery odkazujeme.

Autofi
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0.1. PouZité znaceni

T

mnofina pfirozenych cisel

mnoZina nezapornych celveh éisel
mnoZzina celych éisel

munozina realnych Esel

mnoZina nezapornych reilnych disel
mnozina komplexnich éisel
indikator jevu A

konvoluee distribuénich funkei
sloupcovy vektor

matice

transponovany vekior

Tento text byl vytiStén typografickym systémemn Ap4S-TEX



1. UVOD
1.1. Definice a zdkladni charakteristiky nahodného procesu

V Léto kapitole se seznamime se zakladnimi pojmy z teoric ndhodnych procesi.

Definice. Necht (12, 4, P) je pravdépodobnostni prostor, necht 7' € R. Rodina re-
alnych nahodnych veliéin {X;, ¢ € T} definovanjch na (£2,.4, P) se nazyva ndhodni

proces.

V piipadé, Ze T = Z = {0,+1,£2,... } nebo T =My = {0,1,... }, mluvime o procesu
s diskrétnim céasem nebo o fasovd fadé. Pokud T = [0.b], kde —0o < a < b € oo,
fikdme, Ze {X;, & € T} je proces se spojilyn éasem. Nékdy, pokud bude ze souvislosti
jasné, o jakon mmoZinu 7" se jedna, budeme symbol ¢ € T' pro zjednoduSent vynechavat
a nahodny proces oznafovat symbolem { X }.

Dvojice (5, £), kde § je mmoZina hodnot ndhodnych veliéin X; a £ je o—algebra
podmmnoZin S, se nasyvi stevovy proslor procesu {X;, ¢ € T'}. Pokud nahodné velidiny
X nabyvaji pousc diskrétnich hodnot, Fikame, Ze jde o proees s diskréfnima stawy,
nabyvaji-li hodnot z néjakého intervalu, mluvime o procesu se spojitymzi stovy.

Néhodny proces {X;,t € T} miZeme chdpat jako funkci dvou proménnych w,{. Pro
peviné t € T je Xy = X,(.) ndhodna veli€ina definovani na {2 ; pro pevné w € 2 je
Xy = X[:_}{w:] realnon funkei jen proménné ¢ Této funkei Fikame trojekforie procesu
[ Xyt eTh

Kazdé¢ konetné podmnoZing {t;,...,¢,} C T lze piitadit systém ndhodnych velicin
Xiyre-oy Xy, které maji sdruZené rozdéleni s distribuéni funkei

Pty opa (@100 80) = P(Xy, < 314000, Xy, £ 20),

Pron € Nat,... t, € T md systém distribuénich funkei {Fy, 4 (1,...,2,)} nisle
dujici vlastnosti:
a) Pro libovolnou permutaci 41,..., 14, &isel 1,...,n plati

Fri i @iy oo o) = Fiy (21 70)

T



b)

bt ot B swerd BnsBnitd = Py o bl e s Tk
Lpgr—FD

Systém distribuénich funkei s vlastnostmi a) a ) se nazyva konzistentni. Ke kaZdému
nahodnému procesu existuje konzistentni systém distribuénich funkei. Naopak plati

Véta 1.1 (Kolmogorov). Necht {Fy, .. (%1,...,3,)} je konzistentni systém distri-
buénich funkei. Potom cxistuje nahodny proces { X, t € T'} takovy, Ze pro kazdé n € N,
libovolna ty, ..., t, € 1" a libovolnd redlnd x,, ..., x, plati

PlXs, <oy, XK, <) = Fyy o [B1000 05 80)-
Diikaz. Stépan (1987), vita L10.3.

Rozdéleni nahodného procesu je tedy jednoznatng uréeno rozdélenim viech koneéné-

rozmérnych nahodnych vektorin (X, ..., X, ).

Definice. Necht {X;,2 € T} je ndhodny proces takovy, Ze pro kaZdé ¢t € T existuje
stfedni hodnota EX,. Potom funkee p; = FEX; definovanid na T se nazyva stfedni
hodnota procesu {X,}. Jestlize plati E[X;|? < oo pro viechna ¢ € T, potom funkce
dvou proménnich definovand na T x T predpisem R(s,t) = E(X; — p) (X — 1) se
nazjva autokovariancni funkce procesu {X;}. Hodnota R(t,£) se nazyva rozptyl procesu

v Case t.

Definice. Rekneme, 7e nihodny proces {X,,t € T } je strikiné staciondrni, jestliZe pro
libovolné n € M, pro libovolnd realnd xy, ..., 7, a pro libovolnd £, ..., ¢, a kb takovi, e
fpeTtp+heT, 1< k< nplati

F:,,...,tu (-‘1:1,- - Jn] == Fr,+h,.,.,1ﬂ+h{$1j van |$n}*

7 definice striktni stacionarity procesu plyne napf¥., Ze viechny nihodné velidiny X,
maji stejné rozdéleni a dale, Ze zakladni charakteristiky jako stredni hodnota a antoko-

varianéni funkce se neméni pfi posunuti v Zase.

Poznamka. Od pojmu strikini stacionarita je t¥eba odlisit slabsi pojem stacienariia
do momentu druheho fadu, (62 slabd stacionarita, ktery je definovan pro procesy s ko-
necnymi druhymi momenty a predpoklida stfedni hodnotu konstantni v €ase a autoko-
varianéni funkei R(s, t), kterd je funkei pouze rozdilu argumentil ¢ — s.

.ok Il | I
BEAL RS F TS e 7 o i R e T



Definice. Necht {X;, ¢t € T} {¥;,t € T} jsou ndhodné procesy definované na stejném
pravdépodobnostnim prostoru (§2, A,P} s hodnotami ve stejném stavovém prostoru
{5, &). Jestlize plati pro kazdé t € 1’

P(X:=Y) = Plw: Xi(w) = Yi(w)) =1,

fikéme, %o procesy {X;}, {Y;} jsou stochasticky ekvivalentni. Jestlize {X,} je stochas-
ticky proces na (12, A, P) a proces {¥;} je stochasticky ekvivalentni s { X,}, fikdme, Ze

[Y:} je stochastickou verzi procesu {X;}.

Procesy, kterd jsou stochasticky ekvivalentni, maji stejné rozdéleni, nebot maji stejnd
viechna koneénérozmérmd rozdéleni: pro libovolné n € N #y,....¢, € T a libovolna

redlng xy,...,&n jo totiz

P{j{t. Eml:--r,JY‘t“ i:ilfﬂ,} :P(Xh i:ml?...,Xg“ EIH,Xh :Y-h,.,.Xf,ﬂ = ﬂn}
= P(¥,, < 71,..., Y, <@n).

Poznambka. Procesy, které jsou stochasticky ekvivalentni, nemust mit stejné trajektorie.
Necht napf. 12 = [0, 1], A je o —algebra borelovskych podmnoZin [0, 1] a P je Lebesgueova
mira na [0, 1}, nechtf T = [0, 1]. UvaZnjme procesy {X:.t € T} a {¥;.t € T'} definované
na (2, A, P) pfedpizem

Xi(w)=0, we, tel

W={u Lo,

1 t =

Potom prokaZdé £ €T
Plw: Xy(w)=Tw)) = Plw 1w #1t) =1,

takie procesy {X;},{Y:} jsou stochasticky ekvivalentni, ale jejich trajektorie jsou od-

lisné.

Definice. Proces {Xi,f € T} se nazjva stochasticky spojity (spojity podle pravdépo-
dobnosti) v bodé o € T, jestlize pro kazdé e > 0

lim P(| X — X | > e)=0.
t—?f-n
Proces je stochasticky spojity, je-li stochasticky spojity v kaZdém bodé T

9
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Poznamka. Proces, ktery je spojity podle predchozi definice, nemust mit spojité tra-
jektorie. UvaZujme nap¥. posloupnost nezavislych stejné rozdélenych nihodnych veli-
¢in {Ty, k = 1} se spojitou distribuéni funkei F{t) = P(Ty < t) a definujme proces
{X,t = 0} predpisem

B LT g ) _,1_-‘
A& _ S :{t:LI{Ik EI]- 't:ill
1% = —

kde I{A) znadi indikitor jevu 4 a n > 1 je néjaké pfirozend fislo. Ziejmé je 0 < Xy, <
Xy, pro ka¥dé 0 < &1 < I3, Trajektoric procesu { Xy, = (1} jsou neklesajici schodovité
funkee se skoky v bodech Ty < -+ < Tgy, kde Ty, .- Ty Jsou poiadkové statistiky
T1, ..., Ty Proces sam viak je stochasticky spojity, nebot podle Markovovy nerovnosti

prokaidé h>0ae >0
1
P(|Xepn = X > €) S ZElXuen = Xl = gEI{t <Ti<t+h) = g{F{t +h)— F(£))

a vzhledem ke spojitosti distribuéni funkce F posledni vyraz konverguje k nule pfi
h -+ 04; podobnd P(|Xi—p — X > €) = 0pii h — 04,

Necht {X,,¢t € T} je nihodn§ proces definovany na (£2, A, P); pro kaidé t € T
tedy zobrazeni X,(.) : 2 — R je A—méFitelné, t.j. {w: Xy(w) € B} € A pro kaidou

borelovskou podmnoZinu B C R. V piipadé, Ze T neni spocetna, viak mnoZiny

{w: Xy(w) e Bt €T} = [{w: Xe(w) € B}

teT

nejsou obecné v A; tedy je-li {X;,t € T'} proces se spojitym Casem, takové funkeiondly
jako napf. sup,cp Xy, infier Xy nemusi byt nihodné veliciny. To nds vede k definici

separabilniho procesu.

Definice. Nihodny proces {X;,t € T}, kde T C R je interval, se nauyva separabilni,
jestliFe existuje spoetnd hustd podmnoZina D C T a jev A C 2 s nulovou pravdépo-

dobnosti tak, Ze
fw: X (weCteJnD}—{w: Xi(w)eCteJnT}cA

pro libovolnou uzavienou mnozinu C C R a libovolny otevieny interval J C T Spocetnd

mnoZina D s¢ nazyvd separant procesu {X,}.

Vzhledem k tomu, #e
{w: X wleCiteJND}D{w: Xe(w) e Cit e JNTY,

10



plyne z definice separability, Ze
AN {w: X(w) € Cte IND}=ANfw: Xe(w) € C,t e IN T},

a protoZe na levé strané je jev z A (zde A je doplnék A), je i prava strana jev z A.
Pojem separability procesu umoziinje tudiz redukovat studinm jisté vlastnosti V) kterd
se vatahuje ke viem hodnotam ¢ € T, na studiom této viastnosti jen pro spofetné mnoho
hodnot ¢.

Pozndmka. Je-li {X;,t € T} separabilni proces a A, D maji stejny vyznam jako
v predchozi definici, lze ukazat, Ze pro kaZdé w € A%t € T existuje posloupnost

{tn,m € N} C D at, —1t piin— oo takovi, Ze
Xi(w) Iﬂ]._i.)}_'tglu Xe, (w) .

Nékdy se proto pejem separability definuje timto ekvivalentnim zpiisobem (Stépin
(1987)).

Definice. Redlny stochasticky proces {X;,t € T'} se nazyva méfitelny, jestlife zobra-
zeni {w, £) = Xi{w) je A®Br— méfitelné, kde By je o—algebra borelovskych podmnoZin

T a A ® By znadl soufinovou o—algebru.

V daldich kapitolich vyuZijeme nasledujici tvrzeni.

Véta 1.2, Nechi' {X;,t € T'} je redlny stochasticky spajity proces aT C R je kompakini

interval. Potom existuje verze procesu, kterd je separabilni a méfitelnd.

Diikaz Stépan (1987), 1.10.14.

1.2. Priklady nahodnych procesu

Piiklad 1.1. Bily sum je proces {Xy,t € Z} nekorelovanyeh nahodnych velidin s nulo-
vou stiedni hodnotou a stejnyim konecnym rozptylem. Pokud ndhodné velidginy X jsou
nezavislé, mluvime o striktnim bilém Sumu. Nazev je odvozen ze spektralnich vlastnosti

tohoto procesu a analogie s fyzikalnimi vlastnostmi bilého svétla.

Untredn! knihovna
matem, fyz. takuity UK
gaa. matarnatbokol
Sobkalovshd 82

4% 88 PRAHE B- Karlln



Piiklad 1.2, Nahodnd prochdzke ne primce. Nechl ¥7,Y5, ... jsou nezdvislé stejné
rozdélené nahodné veli¢iny nabyvajici hodnot £1 s pravdépodobnostmi 1/2. Definujme
Xp = 0 apron € N poloime X, = Z;'ZIYJ Néhodna velicina X, potom udivi
polobu, kterou ma po n krocich ¢astice, jez se nahodné pohyije po celofiselnych bodech
na piimee, ve viech krocich se stejnou pravdépodobnosti v ehou moZnych smérech.
Posloupnost {X,,,n € My} se nazyvi ndhodnd prochizka. Obeentii se jako ndhodna

prochazka definuje soucet libovolnych nezavislych stejné rozdélenych nahodnych velifin.

Priklad 1.3. Galtonin- Watsoniv proces vétveni je ndhodna posloupnost { X, n € Ny },
ktera udiva pocet jedincil v generacich n = (0, 1.. .. Pfedpoklada se, Ze z kazdého jedince
n—té generace, n > 0, venikd v daldi generaci ndhodny pocet potomki. Pocty téchto
potomk( maji stejné rozdéleni a jsou nezdvislé mezi sebou a na pfedchozim priibéhu
procesu. Za predpokladu, Ze v nulté generaci je jeden jedinee, lze vyjadiit podet potomki
n— ¢ generace jako X, = Uy +- -+ Upx,_,, kde Uy, Upa, . .. jsou nezivislé ndhodné

veliiny stejné rozdélené jako X, nezavislé na X, 4, X9, ..., X

Piiklad 1.4. Poissontiy proces. Sledujeme vyskyt niéjakyeh uddlosti v fasovém inter-
valu [0, %], napf. pocet ¢dstic, které registruje Geigeriiv-Miilleriiv &ta#, poéet hovori,
které prichazeji do telefonni tstfedny, nebo pocet pojistnych udalosti evidovanich né-
jakou pojidtovnou. Predpoklidame pfitom, Ze v intervalu (£, £+ h], a to nezédvisle na 1,
dojde k vyskytu jedné udilosti s pravdépodobnosti Ak + o(h), vice nez jedné udélosti
s pravdépodobnosti o(h), a #e pofty ndilosti, které se vyskytnou v disjunktnich Zaso-
vych intervalech, jsou vzajemné nezdvislé nihodné veliiny. Symbol o(h) zde znamend,
ze o(h)/h — 0 pfi h — 04 a A je kladna konstanta.

Necht Ny znadi pocet udalosti v intervalu [0,¢]. Potom {N;, ¢t > 0} je ndhodny proces,
ktery se nazyva Polssoniiv. Za piedpokladd, které jsme uvedli vyse, plati, Ze poéty
udalosti Ny maji Poissonovo rozdéleni s parametrem Af,

B E.'_Mf)nt}k

P(Ny=k)= — =, k=0,1,...

Konstanta A se nazyva inlenzile Poissonova procesu.
Priiklad 1.5. Wienerdv proces (Browniv pohyb) je ndhodny proces {Wi, t = 0}, ktery
md tyto viastnosti:

(1} Wy =0 a {W,,t > 0} ma spojité trajektorie.

(2} Pro libovolné Casové okamiiky 0 < #; < #5 < -+ < ¢, json pHristky procesu
Wi, — Wy Wy, = W, oo, W — W, | nezivislé ndhodné velidiny.

12



(3) Pro libovolné 0 < t < s maji pFirtistky W, — W, normdlni rozdéleni s nulovou
stfedni hodnotou a rozptylem o?(s — 1), kde 02 je kladns konstanta.
Wieneriv proces, ktery byl plivodné odvoezen pro popis pohybu malyeh éastic v kapaling
jako visledek narazii molekul, je aplikovan v kvantové mechanice, slouZi pro popis difuz-
nich modeli a hraje ditlezitou roli v moderni teorii nihodnych procesii a v asymptotické

statistice.

Striktni bily um z piikladu 1.1 a proeesy =z ostatnich piiklad patii do rozsahlé tidy
nihodnych procesi, tav. Markovovgch procesi. V dalSich kapitolich probereme dvé di-
lezité skupiny Markovovych procesi, totiZ Markovovy procesy s diskrétnimi stavy a
diskrétnim €asem (Markovovy fetézce s diskrétnim casem) a Markovovy procesy s dis-
krétnimi stavy a spojitym casem (Markovovy fetézce se spojitim Fasem) a uvedeme

nékteré jejich aplikace.
1.3. Cvicdeni a doplnky

Cvigeni 1.1. Necht X je ndhodna veliina, ktera ma rovnomeérné rozddlent na intervalu
[0, 7]. Definujme nahodny proces {¥;,t € N} piedpisem

Vi=t+eos{tX), t=1,2 . .
Spoctéte stiedni hodnotu a autokovarianéni funkei procesu {¥;).

Cvigeni 1.2. Necht {X,,t € Z} je posloupnost nezavislych stejné rozdélenych nihod-

nych veli¢in. DokaZte, e { X, ¢ € Z} je striktn® staciondrni proces.

Cviceni 1.3, Necht X je ndhodnd velicina s nulovou stfedni hodnotou a koneénjm
kladnym rozptylem o2, Definujme ndhodny proces {X,,t € Z} pfedpisem X, = (—1)*X.

Ukazte, ze {X;} je slabé staciondrni. Je také striking staciondrni?

Cvideni 1.4. Nechf (22, 4, P) je pravdépodobnostni prostor, kde @ = [0,1], A je o-
algebra borelovskych podmnozin [0,1] a P je Lebesgucova mira na [0,1]. Oznaéme
T =[0,1] a na (£2, A, PP} definujme ndhodny proces {X,,1 € T} piedpisem

0, t=uw,

Al :{ e B

Ukaite, #ze {X,} neni separabilni.

15



Nivod: Necht I' je podmnoZina T'. Potom
{w: Xyw)=0,teT}={w:w#ttel}=[0,1]-T
(nakreslete si obrazek), tedy
Plw: Xy w)=0,t €T} =1-P(I').

Necht nyni J C [0,1] je libovolny otevieny interval a necht I? je mnoZina raciondlnich

éisel z [0, 1]. Potom
Plw: Xy (w)=0,leJ}=1-P(J),

Plw: Xi(w)=0teJnD}=1.

Cvi¢eni 1.5. Necht (@, 4, P), T a { Xy, £ € T} jsou jako v cvideni 1.4. UvaZujme proces
{¥},t € T} definovany piedpisem

YVi{w)=0, teT, well

Ukaite, #e {¥3,¢ € T} je stochastickd verze { X, € T}, kterd je separabilni.

14



2. MARKOVOVY RETEZCE S DISKRETNIM CASEM
2.1. Zakladni vlastnost:

Mé&jme pravdépodobnostni prostor (£2,.4, P) a uvaZujme na ném posloupnost nd-
hodnych velidin {X,.n € My}, které nabyvaji pouze celo¢iselnych hodnot. Necht § je
mnoZina celych Cisel £ takovych, %¢ ¢ € § pravé tehdy, kdyZ existuje n € Ny tak, Fe
P(X, =1i) > 0. MnoZina S mije bit bud koneénd ncbo spofetnd nekonefnd. Budeme
ji fikat mnoZina stavi nihodného procesu {X,,,n € My} a jeji prvky budeme nazyvat
stavy. Bez omezeni na obecnosti budeme pfedpoklidat, Ze § = {0,1..., N} nebo § =
L FEEE

Definice. Posloupnost cclodiselnych nahodnych velidin {X,,n € My} se nawyvid Mar-

kovuv Telézec s diskréfnim ¢asem a mnoZinou stavi S, jestlize
(21} P[:j:n{-l e j|Xﬂ_ = L_Xn_l — ?:n_.j,. i 1X{] = i‘.[}) = P(Xn-f-l &= jilXﬂ - 1)
pro viechna n = 0,1,... a viechna 4,j,4,_q,...,1p € S takovd, e P(X, =1, X, =

iﬂ_li...,XU='Zl[]}:}G-

Vztah (2.1) vyjadiuje markovskou viastnost; znamend, Ze pravdépodebnost vysledku
v budoucim case n + 1, zname-li vysledek v pfitomném ¢ase n a vysledky z minulych
casinn— 1,n—2,...,0, je stejnd, jako kdyz znime jen vysledek v pFitomném Sase.

Podminéné pravdépodobnosti
P(;’ n4l1 = j|Xn = I} = j}.;jl{i’?.,ﬂ + J}

( pokud jsou definoviny) se nazyvaji pravdépodobnosti pfechodu ze stavu i v &ase n do
stavu 3 v Case n+ 1, nékdy té2 pravdépodobnosti prechodu 1. Fddu. Podobné podminéné
pravdépodobnosti

P(Xnim = j| X = i) = pij(n,n+ m)
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pro piirozené m > 1 se nazyvaji pravdépodobnostmi plechodu ze stavu i@ v Case n
do stavu j v &ase n -+ m, jinak (62 pravdépodobnosti pfechodn m—tého Fidu. Jesthic
pravdépodobnosti pfechodu py;(n,n + m) nezdvisi na tasovych ckamiicich n a n + m,

ale jen na jejich rozdilu rn, ilkdme, 7Ze piisluiny Markoviiv Tetézec je homogennt.

Poznamka. Terminoclogie, kterou zde nZivame (stavy, pfechody mezi nimni}, je piejata
2 fyziky. Modely, kterymi se zde budeme zabgvat, totiz casto popisnji vivoj néjakého
redlného stavového systému, ktery se méni v Case. V této kapitole budeme uvazovat V-
hradné diskrétni ¢as; Markovovy fel@zee v této kapitole budou viidy Tetézee s diskrétnim

fasem, 1 kdy# to nebude explicitné uvedeno.

Uvaujme nyni homogenni Markovav fetézec { Xy, }. Pravdépodobnosti pfechodu prv-
niho Fadu P(Xpy1 = j1X, = ) jsou v tomto piipadé nezdvislé na n; budeme je znacit
pi; a priviastek "prvniho fadu” vynechdme. ProtoZe pro kaidé i € § existuje n € TNy
Lak, e P{X, = i) > 0 a tedy podminénd pravdépodobnost P(Xnqq = HEa =) =%;
je definovana pro viechna j € §, miZeme viechny tyto pravdiépodobnosti sestavit do
étvercové matice P = {pi;,4,j € S}. Zfejmé plati pro kaZdé n € Ny

(2.2) pi; 20, LjES; > py=1, i€S
jes

Ctvercova matice, jejiz prvky maji viastnost (2.2), se nasyva stochastickd malice; ma-
tice P pravdépodobnosti pfechodu homogenniho Markovova fetézce je tedy stochasticka
matice.

Ornadme dale
pi=P(Xp=1i), i€§

Ziejmd plati

(2.3) pi>0, i€S; Y pi=1
ey

Pravdépodobnostni rozdéleni p = {p;,i € S} se nazyva pocdlecni rozdéleni Markovova
fetézce.

Dile nas budou zajfmat koneénérozmérnd rozdéleni Markovova Tetézee, kterd v tomto
piipadé jsou jednoznaing popsina pravdépodobnostmi P(Xg = dp, X1 = 11,00, X =
i) pro viechna k € Ny a viechna i € 5.
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Vé&ta 2.1. Necht {X,,n € Ny} je ndhodny proces s muoZinou stavit § = {0,1,...}.
Necht p = {pi,i € S} je vektor splitujici (2.3) a P = {pij,%,j € S} je matice, kterd
splituje (2.2). Potom {X,,,n € My} je homogenni Markoviiv Fetdzec s pocdtecnim roz-
délenim p a matici pravdépodobnosti pfechodu P tehdy a jen tehdy, kdyz viechna

konednérozmérnad rozdéleni tohoto procesu jsou tvaru
{2,4} P{Xﬂ = 50, X1 = Hyeoy X = ik} = DigPigiy - Pig_yi

pro viechna iy, i1,...,ix € .5 a viechna k € M.

Dakaz. Pripomeime viastnostl podminénych pravdépodobnosti:

jestlize Ap, Ay, ..., Ag jsou ndhodné jevy, potom

P (ﬂ ﬂi) _p (,1,; ’ﬁ’m) e (A

=0
k-1
r (ﬂ Ai) > 0.

2=f)

k=2
N A,-) L P{ALA) . P(Ag),
=0

poloud

Necht {X,} je homogenni Markoviiv fetézec. Polofme A; = [X; =4, =10,1,... .k a

predpoklidejme nejprve, 7e
(2.5) P{Xo = foiensyXnss =ip=qg ¥ b
Potom mame

By iy Xp=ig) Fips R
P LA g =tpapeiis Xy ig) .- . P(X) =] Xo = 'éu)P(Xn =4);

odkud vzhledem k markovské viastnosti a pogateénimu rozdéleni dostaneme (2.4). Po-

kud podininka (2.5) neni spluéna, polofme
Fr=min{j > 0: P(Xp =ig,..., X;=1;) =0}.
Je-li 5% =0, je P(Xp = ip) = pi, = 0 a (2.4) plati trividlngé. Je-li j* > 0, potom musi
platit
F{Xﬂ = ig, i -X.T"—l s :Ej-_l} = PigPigiy - - '-?j'l'j"—zij"—l =)
PN =0 X =56 =0,
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Odtud, vzhledem k toma, Ze

p- ’ s P{th =I‘-j‘}Xj"—l':ij'"lj'*':X{]:?;[}} :ﬂ
I-j"-‘li-_;l-. P[:Xj-_l :'ijw_i?.‘.,XG:iﬂ) 1

plyne opét (2.4).

Nyni piedpokladejme, e je dén vektor p splitujicl (2.3} a matice P splitujici (2.2).
UvaZujme proces {X,.} celofisclnych ndhodnych veligin, jehoZ konefnéroam@rna rozdé-
leni jsou dana (2.4). (Existence takového procesu je zarufena Kolmogorovou vétou, véta
1.1). UkéZeme, Ze tento proces je homogenni Markoviiv Felézec s pocatecnim rozdélenim

p a matici pravdépodobnosti pfechodu P.
Zieimd P(Xo = io) = p;, pro kaidé iy € §. Dile, jestlize P(X,, = i) > 0, mime
podle (2.4)

P(Xps1 =4, Xn =1}

PR ==

E P{Xﬁ =iﬂ1'-'s}:ﬂ—l = iﬂ—l:Xn = 'i:-}{nvi—l ZJJ

g8 el

S P(Xg =gy, Xn=10)

0.1 —1

X PigPigh -« Piasyibij
=z Apad] oy -1 — P
= = pij-
Z_ PigPiniy « - Pinosi

LTV S T |

Zhyva ukazat, 7e {X,} ma markovskou vlastnost.

Wecht
pi‘ap!‘gt‘l '-—pé,“_li = B.
Potom
:: ' 1 : : PigPigiy - - - Piy 1 iPig
P(Xnia =.?|‘¥TL=3?XH—].:t'ﬂ.—lg---:X[j:Zl‘;]: oPigiy -« - Py i3 —

PigPigiy - - Phaoad
0
Poznamka. Tvrzeni véty 2.1 lze snadno zobeenit na nchomogenni Markovovy Felbézce.

Viechna koneénfrozmdinad rozdéleni potom budou uréena pocatednim rozdélenim a sou-

stavou pravdépodobnosti pfechodu, tj. bude platit
P(Xo = tp, X1 =1, -3 Kp = &) = PigPigir (0, 1} - iy i (B — 1K)
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PO fg, 81,050 € 5,k € M.

Nyni opét uvazujme homogenni Fefézec s matici pravdépodobnosti pfechodu P. Po-

loZime pi;}j = 0i;, kde d;; je Kroneckeriv symbol

0 fiEy

Oij = { ; i J

1 i=3

Dale polozme pﬁ;}' = pi; a pro piirozené n = 1 delinujme postupné ;0 ~ o _J _
: 141 m}

(26) P =3 ol pe

kES

e

Lze ukdzat, #e fady v (2.6) json konvergentni pro kazdé n = 1; je p&? T pi'.i: = ; A
(re)

indukel podle n dostaneme p{n} < 1, podobné lze ukizat, Je matice P(™) prvki P

ij
jsou stochastické matice. Ze vztahu (2.6) téZ plyne, Ze

P® = p.P = P? 4 oheens PM = pin-1) p = p pln-1) — pn,
Nyni nkiZeme souvislost s pravdépodobnestmi prechodu vyESich fada.
Véia 2.2, Necht {X,} je homogenni Markoviv fetézec s matici pravdépodobnosti
prechodu P. Potom pro pravdépodobnosii piechodu n—tého Fidn plati
(2.7) Pls =i Xu=d=p #4jEF

pro viechna celim > 0.n >0 a P(X,, =17 > 0.

Dikaz, Pro n = 0,1 je vztah (2.7) ziejmy. Piedpoklideime tedy, Ze (2.7) plali pro
néjaké n > 1 a viechna 4,7 € 5§ a m 2 (. Potom 8 vyuZitim indukéniho predpokladu a

markovske vlastnosti

P(Xogns1 = J|Xm =1) = Z P(Xppntr = i Xman = kX = 1)

kES
= Z P(JXFTIE-'\{'N o IEJIXm == '!E}P(Xm+ﬂ+1 = jIX'm.J.--n —= k] X, = 3}
kes
2 E P(Xingn = k[ Xm = P Xntnt1 = § Xoin = £)
Ecs
=3 nilmg=pgt,
keSS
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11?11 “;.l:"l:'.-l-g T2

WL = | A .__J.,,-f-:.‘_\{. =B | BEX . ™ Pl oo )
“X.-mw- I - i = 4% \ =4

e s 1 =_~: o il.: [, Ei'aff.wﬂ -!:.4,1’.'1 f-{:_i
W = o= ;”r:&

(Zde jsme predpoklddali, #e P(Xpyn = K Xm = i) > 0 pro viechna k. Pokud pro
nEjaké k plati P(Xman =k Xm = 1) = 0, je P(Xuint1 = 5, Xmin = kX =) = 0a
(k6 P(Xynpn = k| Xm = 1) =2 =0, tody pl pr; = 0.)

O

Vztah (2.6) lze snadno zobecnit na identitu
mEn) m), {n)
(2.8) ng M= Zf’:{'k Jphj
kES

pro vicchna celd m,n > 0, kicrd se nazyvi Chapmanova-Kolmogorovove rovnost. Pre-
chod ze stavu i do stavu § v m+n krocich Ize uskuteénit tak, Ze nejdfive se v m krocich
pieide do néjakého stavu k a potom ve zbyvajicich n krocich ze stavu k& do stavu j.
Maticové lze (2.8) vyjadiit jako PUmtn) = plm) ptn),

Nepodminéné pravdépodobnosti pj(n) = P{Xy, = j) se nazivaji absolutni pravdépo-

dobnosti v ¢ase n a plati pro né vztah

P(Xp=3)=Y P(Xo=kXn=7) =Y P(Xn=j|Xo=F)P(Xo=k)

kES kes
- {ra}
= Z?’k Py -

keSS

Omnatime-li p(r) = {p;j(n),j € S}, mi¥cme piedchozi vatah vyjadiit vektorové (uva-
sujeme sloupcové veltory) pomoci pofitecniho rozdéleni a matice pravdépodobnosti

prechodu jako
[29} P{H)T == pTP“, ne Nﬂ.

Snadno se presvidiime, ze > - gp;i(n) = 1 pro kaidé n € My, tedy {p;(n),j € S} je

rozdaleni Markovova Fetézee v Case .

Poznamka. Je-li mnodina stavii S koneénd, miZeme prvky matice P™ pofitat napf.

podle Perronova vroree (Dodatek B, véta B.6).
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2.2. Priklady Maorkovovijch telézcu

Priklad 2.1. Posloupnost {X,,n € Ny }:\'_n':;'?..;ivi'sijri:lj celociselnych nahodnych velidin

ivoii Markoviiv fetézec, nebot pro kazddé n € My a celd 4, §, 4,1, ..., i plati

LT

P(Xop1 = §1Xn = s.s Xo = i0) = P(Xnir = 5) = P(Xny = j1Xn =) =P A 73,

)
a markovskd viastnost (2.1) je splnéna. Jsou-li X, stejné rozd&lené s rozdélenim {a;.i ¢
Mo }, jde o homogenni Fetézec s podatednim rozdélenim
p = (@9, a3,... )"
a matici pravdépodobnosti pfechodu
Opn Oy
P=] % 3

Priklad 2.2. Nechf {Y3, % € N} je posloupnost nezdvislych celoéiselnych ndhodnjch
velidin., PoloZzme n
Xo=0, Xo=>Y}, mnzl.
k=1
UkaZeme, Ze {X,,n € My} ma markovskou vlastnost (2.1). Podle definice podmingné
pravdépodobnosti je levd strana v (2.1) rovna
P Rt = = X =500 50)
X =0 g =S ah D)
Vzhledem k ckvivalenci jevi

(2.10)

[Xﬂ—l-l =j1Xn=£:"':-Xl ZiI:Xﬂ i D]1 E};n-j-l :j—ﬂ-, Yn:i—i;;mj,.'-,}r‘l =$]]

a jevi
[Xn=id..., X1 =11, X =0}, [Ya=i—itn_1,....Y1 =14]
a vzhledem k nezavislosti nihodnych veli¢in Y7, je viraz v (2.10) roven P(Y,s1 = 7 —1).
Prava strana (2.1) je analogicky
PlYoyp=3—46Xs=1)
P{X.=1)
Posloupnost {X,.n € Ny} tedy tvofi Markovily Fetdzee, jeho# pravdépodobnosti pie-

P(Xppy = §1Xn=1) = = P(Ypi1 = j — ).

chodu jsou pjj(n.n+ 1) = P(Y,41 = j —1). V piipadé, Ze Y, json stejné rozdélend, jde
o homogenni felézee. Specidlné, nihodnd prochdzka na pfimee popsand v piikladu 1.2 je
homogenni Markoviiv fetézec s mnoZinou stavii § = {0,+1...}, s pravdépodobnostmi

pfechodu pys 1 =piz 1= 3,1 € 5.
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Priklad 2.8. Uloha o ruinovdni hride. Hraé A a jeho protivnik B hraji opakované
jistou hru, kierd miiZe skondit jen vyhrou jednoho z nich. Ve hie je kapital o jednotek,
piitern# na poéatku ma hrat A celkem z jednotek kapitilu, jeho protivaik a —z jednotek.
Vyhraje-li hrag A, ziskd od svého protivnika 1 jednotku kapitalu, prohraje-l, jednu
jednotku ztrici, Hrd@i hraji tak dlouho, dokud jeden z nich neztrati viechen sviij kapitil.
Piedpoklidd se, e pravdépodobnosti vyhry hraci A a B jsou pa g = 1 —-p a e
vysledky opakovanych partii jsou stochasticky newivislé. JestliZe X, znaéi kapital, ktery
po n—té partii vlastni hrad A4, miiZeme se snadno pfesvidéit, Ze {X,} je homogenni
Markovilv fetézec se stavy 0,1,...,a, s poditenim rozdélenim p, = 1,p; =0,j # z a
5 pravdépodobnostmi prechodu pop = Paa = 1, Piip1 =P Pis1 =1 €2 S a— L
Matice pravdépodobnosti pfechodu ma tedy tvar

1000 ... 0O 0O
g 0 p 0 0 0 o
0 ¢g 0 p ... 0 0 O
P=1. . . . .
G080 .. #8:39
0 o000 ... 0O 1

Jind interpretace ulohy miiZe byt tato: &istice se pohybuje po celoéiselnych bodech na
piimee mezi bariérami v bodech £ = 0 a £ = a > {, v kaZdém kroku o jednotku vpravo
s pravdépodobnosti p, o jednotku vlevo 5 pravdépodobnosti g, nezavisle na predchozim
kroku. Dosdahne-li bodu 0 nebo a, setrvid v ném (pohleujic bariéry v bodech 0, a).
Poloha &istice v &ase n je potom Markoviiv felévec popsany vise.

Piiklad 2.4. Galtonfiv-Watsontiv proces vétveni popsany v Gvodni kapitole ( pfiklad
1.3) je Markoviiv proces. Pofet jedincit v nulté generaci je Xy = 1, podet jedined prvn
generace je nahodnd veliéina Xy & rozdélenim P(X; = j} = a;,7 = 0,1,... a podet
jedinei n—té generace je X, = Upy 4+ -+ 4 Upx,._, . kde Uy; json ndhodné velidiny se
stejnym rozdélenim jako Xy, nezdvislé mezi sebou 1na X4, Xyoa, ..., Xo. Je tedy

P{Xﬁ:j].Xn—i:51-‘—3X1=51,Xu:1]
d]{+—1
=P| Y Uw=i|Xer=i.; X=X =1
k=1
fo=1

= P (Z{’rﬂk ZJ) :P{Xn :J-E-X -1 :3‘}:

k=1

Koot =y X =01, X0 = 1)
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co? jo markovska viastnost.
Pocateéni rozdélent procesu {X,,n € Ny} je p = (0,1,0...)7 a pravdépodobnosti
piechodu json

j){ i ""JEXH i 3 (Z Uﬂk :J) = ﬁ‘

kde {a;}** je i—t4 konvoluéni mocnina {a;} (viz Dodatek A.)

Priklad 2.5. Generpndini Markovova felézee s danou mnoZinou stavi S, s pfedepsa-
nym pocateénim rozdélenim p = {p;,i € S} a pfedepsanou matici pravdépodobnosti
piechodu P = {p;;,i,j € S}

Nechl {U,.n € By} je posloupnost nucwmlyr_,h stejné rozdélenych nahodnych ve-
li¢in s rovnomérnym rozdélenim na intervalu [l] 1} Definujme nahodnou velid¢inu X,

predpisem

k-1
Xo=k<=) p <a{,«.ﬁzp‘
i=0 i=0

(polozime 3% p; = 0). Potom Xy nabjva hodnoty k s pravdépodobunosti py. Dile
definujme funkei f(i, u) na S x [0,1] pfedpisem

k-1 k
flin) s ke Zpﬁ < = ZP:’j~

Nyni definujeme nahodné veliciny X, rekurentné pfedpisem
“ip4+l — I{Xm Un-i-l}; n = 0.

Tedy jestlize X, = i, nahodna velidina X, ;1 nabyva hodunoty & s pravdépodobnosti p;g.
Je vidét, Ze ndhodnd velidina X, je funkei jen nahodnych velitin U, Uy _q, ..., Uy, tedy

X, a U, q jsou nezdvislé a
P(Xup1 = jlXn = 1) = P(J(Xo, Upia) = §| X, = 1) = P(J(8, Upir) = §) = pis.
Dile plati

-{J(-{ n4l = j|Xn = i_:Xﬂ—'.l = i‘ﬂ.—l"' ":|XU = tﬂ}
S -P{.f[t’s Uﬂ-!—'l} =3 j!Xﬂ- = i':-x-'n—l = inwh + ',Xﬂ. = 'EICI} = P(f{ta Un-}-l} e j} = i,

nebot nihodné velicing Xy, Xn_;, ..., X nezdvisi na U,, ;. Tedy konstruovana posloup-

nost { X, n € Ny} ma markovskou vlastnost.
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Piiklad 2.6. Model zdsob. Uvaiujme nijaké zboZi, po kterém je poptivka, a jeho#
zésoba v celych jednotlkich se kontroluje ve stanovenych casovych okamZicich £, 11,62 ..
Poptavka po zboizi v intervalu [t lye) Je ndhodna velicina Dy,. Predpokladame, Ze
Dy,no=0,1,... jsou nesivislé stejné rozdélend celodiselnéd nahodné velidginy s rozdélenim
P(D, = k) =pg, k=0,1,... Zisobovaci strategie je nasledujici: necht m, M jsou dvé
piirozena Gisla, pro kterd m < M. Jestlize v Case ¢, je velikost zdasoby X,, v rozpéti
m < X,, < M, zbo#i se nedopliuje, je-li viak X, < m, doplui se jeho mnoistvi aZ na
troven M. Predpokladédme, Ze Dy, nezdvisi na Xp a Xy < M. Potom velikost zasoby
v €ase £, (pled moznym doplnénim) je
max (X, — Dy, 0) m< Xy = M,
X1 = { max (M — Dy, 0) X Sy

Vidime, e X, 41 zavisi jen na X, a D, a Ze X, I, jsou nezavisic. Je tedy posloupnost
{X,.,n e Ny} Markovilv fetfzec se stavy 0, 1,... . M. Matice pravdipodobnosti pfechodu

ma prvky

Pao = Gar, i=0,1,...,m

pij = py—j, 1=0,1,...,m, = [ g
Pin = i, t=m+1,..., M

Pij =Pimjy t=mAlo M, =114

pi; =0, i=m+1l,....M j=i+1...,M,

kde
g =0p+Pra1+..., m<k <M

Piiklad 2.7. Model havarijniho pojisténi. Pro pojilténi motorovych vozidel pouZiva
poji“s'tfu.vna.i;%i kategorie pojistného : 0 zdkladni pojistné, 1-bonus 30%, 2-bonus 50%.
V prvnfm pojistném obdobi (roce) plati pojidtény zdkladni pojistné. Jestlize pojisiné
obdobi ma bezikodni pritbéh, je pojiitény v daliim pojistném obdobi zafazen o kategori
vide (ziskd bonus), pokud ale uplatni 1 pojistay nérok, je v priftim obdobi zafazen
o jednu kategorii niZe, pii uplatnéni vice neZ jednoho pojistného ndroku o dvé kategorie
nize. Podet viskvii pojistné uddlosti v n—tém pojistném obdobi je nahodnd vehidina
Y,; predpoklidim, Ze ndhodné velidiny ¥,,n = 1,2,... jsou nezavislé a maji stejnc
Poissonovo rozdéleni s parametrem A Nechf X, znaci kategorii pojistného v —1ém
pojistném obdobi. Ziejmé plati pron = 1
min (X, + 1,2) pro Y, =0,
Xnz1 =< max {X,, —1,0) pro ¥, =1,
{ pro ¥, > 1. Aima 2T
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Je tedy {X,,n € N} Markoviiv fetézee s mnoZinou stavii § = {0,1,2}, s poditeénim
rozdélenim p = (1,0,0)7 a s matici pravdépodobnosti pfechodu
el 0

P = I.— e D e
e N T R T

2.3. Klasifikace stavu Markovova fetézce

Nadale se budeme zabyvat jen homogennimi Markovovymi Fetézei, aniz bychom to
wdirazitovali. Dile se dohodnéme na tomto unaceni: jestiiZe Markoviiv Fetézee {X,,}
vychdzi za stavu j, t.j. P(Xo = j) = 1, budeme podmingné pravdépodobnosti P(.|Xa =
7) znadit jako

P(.|Xo = j) = P;(.).
IPodobné budeme znadit podminénou stfedni hodnotu jako E;.

Polozme 7;(0) = 0 a dale definujme
(2.11) 75(1) = inf{n > 0: Xy =3}

s konvenel in[{fl} = oc. Podle této definice je 7;(1) nihodnd velidina, kterd nabyva
hodnot 1,2, ..., nebo hodnoty oo a znadi ndhodny okaméiik, ve kterém Markoviiv Fetézec
poté, co opustil pofatedni stav, poprvé vstoupi do stavu j. Nékdy se nazyva das pruntho’
navratu (tesp. vstupu) do stavu j. Podobné miizeme definovat Casy dalich névrati (resp.

vstupi} do stavu j piedpisem

(2.12) R 41 =W R s =0k k=1L

Pozndmka. Pro nihodué procesy zavadime pojem markovského éasu. Jestlide { X, , n €
[y b je ndhodny proces na (£2,.4, P) s diskrétnim ¢asem a spodetnou mnoZinoun stavi
S, definujeme markovsky ¢as jako takovou ndhodnoun velidgiom + 1 2 — Ny U {ec},
pro kterou jevy [t = n] (resp. [r < n]) patil do o-algebry F,, = o{Xp, X1,..., X3}
gencrovane nabhodoymi velidinami Xg, Xyq,..., X,.

Cas prvniho ndvratu 7;(1) je markovsky ¢as, nebot

{0} =l =g Eaa i BamGle Fovm= 1800, B
Podobné nahodnd velidginy (k) pro & = 2,3,... jsou markovské casy.

Nyni miZeme zavést dillezitou definiei,



Definice. Stav j Markovova Tetéizee se nazyva trvely, jestlize fetézec, ktery vychdzi z

7, se do j vrati s pravdépodobnosti 1 po koneéné mnoha krocich, t. .

Stav j se nazyva pfechodny, jestlize fetézec, ktery vychdzi z j, se s kladnou pravdépo-

dobnosti do 7 nikdy nevrati, t.j.

Py (Tj(l] =o0) > 0.

Pro trvalé stavy zavedme jesté dalsi definici.

Definice. Trvaly stav j se nazyvi nenulovy, jesilize py = Ejm(1) < oo, a nulovy,
JPStI];(‘ !‘!’j‘ :.-\ :}G = A 1 = ':."{.*} 1sz: e . .IJ k- '::. "-"f
_.M-'[ f. P e ._JJI_F‘F}" e ) THE T F{T“f{. _':,n' = .-f [ x;- LA - i

.J' / : '..' IJ; = _}"

Dile zavs:dm{, oznadeni
f5'=0
j".{’." =Filr{l}=m); mnZl
Zﬂkm (1) < ca).

n=1
Vidime tedy, ze stew 4 je trvaly, jestlize f;; = 1, trvaly nenulovy, jestliZe navic Tada
=y ln_f kc-nverguje, a trvaly nulovy, jestlize tato fada diverguje. Je-li f;; < 1,
je stav j prechodny.

Nyni miZeme ukdzat souvislost mezi rozdélenim asu prvniho névratn a pravdépo-

dobnostmi prechodu.

Véta 2.3, Necht pE;‘j jsou pravdipodobnosti pfechodu n—tého Fidu. Potom plati

(2.13) P_Ej} = Efm k) s g
k=0

{2.14} g{“‘ = ngi} {m k} n>0, i ?é b
k=0

Pro vytvorujici funkee Py, Fy; posloupnosti {p, jj} {/. {“)} (viz Dodatek A) plati

1
{ } ..'n‘_‘i‘() ]“"I‘JJ{&}

(2.16) | Pi(s) = Fyy(s)Py(s) 0<s<1 i#j.
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Pif = Pl fo=i) = K10 T ) 0 fi{ Ay

Dhikaz. Protoge plati [ X, = j] C [r;(1) € n], méme
g =LK ilXo=§) = ‘ZP = jir (1) = k) By(r;(1) = &)

=Y Pi(Xn = jlri(1) = K) £

k=1

a dale s vyuZitim markovské vlastnosti

P[ n—.?;le:-i}_}“}_ [: ﬂ_J|XU—J:X1?L.?: + J-Xk-l'_féjixk:j}

= P(Xn = j| Xk =) =577,

Odtud plyne (2.13), nebot f; () — 0. Dikaz (2.14) sc _provede analogicky.

Jsouli Pyi(s) = Y00, p\0s™, Fyj(s) = Toooy fi57s™ vytvotujiei funkee, potom
mame 7 vla.f-,t,nmat; konvoluce (viéta A.3, Dodatek A) £ e M

T T F Ti—
Pt = 2 p)s “—1+Z‘r§£ ”-1+Z* (Z 5 ’)=1+ﬂj(slﬁjfs%

n=0 -

odkud plyne (2.15). Vztah (2.16) se dostane analogicky.
f’?-l:(_{-,_] ; '.) . I :_ 3 = |'l'f:. J -'.1. £ . e e g 1] il D

.'-'l_' st Pt ) it e = | b~d TEE ] I #

! e el o U - L ot o

Pozndmka. Pravdépodobnosii fg"} lze poditat také rekurentné (viz cvideni 2.6).

Nasledujici tvrzeni miide byt ufitecnou pomiickou pro klasifikaci stavi.

Véta 2.4, Stav j je trvaly, prave kdyz

EPE?} >

- |

Diikaz. Ziejng [ = Ii)r{l Fiilsh= F_'U.( 1}.' Stav j je trvaly, pravé kdyZ f;; =1 a to je
podle (2.15) prave tehdy, kdyz

L f‘_': |:|
Pz, (t)4e - dr 4) = Lo [03 )
£ " - n
.a-' -'-'.J'I J o od t ﬂ{ 1 33 T ’ 41
27
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Poznamka. Podobné jako v Dodatku A jsme oznacili limitu vytvoiunjici funkee pro
s = 1 zleva jako funktni hodnotu v bodé 1. Toto oznateni budeme uZivat i nadale nejen

pro vytvoiujici fankee, ale 1 pro jejich derivace.

Piiklad 2.8. UvaZujme posloupnost nezdvislych hod hraci kostkou. Necht X, znaéi
maximdni podet ok dosaZenych do m—tého hodu vietnd. Potom {X,,} je homogenni

Markovfiv fetizee s mnoZinou stavlt § = {1,...,6} a pravdépodoebnosimi pFechodn

1 ’ .
g T«":j'

p‘i_j: '; 1,:’_?
1] i

Pravdépodobnosti pfechodu n—iého radu jsou

)" - (%) i<y

{n) _ Py =
=1 () =g
0 >
Vidime tedy, ie Z:ﬂ_ﬂ p;?] konverguje pro j = 1,...,5 a diverguje pro j = 6. Stavy
1,...,5 jsou pfechodné, stav 6 je trvaly.
Priklad 2.9. Symetrickd ndhodna prochdzka na pfimee je Markoviv fetézec s mnoZi-

nou stavii § = {0,:1,...} a pravdépodobnostmi pfechodu p;;p1 = pis1 = 5,1 € 5
(viz pfiklady 1.2 a 2.2). Pravdépodobnosti pfechodu ze stavu j do stavu j po n krocich

JE

I_]..
+ 0 n=2k+1, k=0,1,...

Pouzijeme-li Stirlingovy formule

'f“}:{ Fﬁ(%fk RSk B0l

i~ kRe~ R ank, koo,

dostaneme pro kazdé je Sa k>0
(2k) 1

Odtud plyne, Ze Eiﬂp;?j = o pro kaidé j € 5, tedy viechny stavy jsou trvalé.

k= oo

Nynf uvaZujme fasy navratu 75(k) definované v (2.12). Potom ndhodné veli¢iny 71 =
73(1), T2 = 73(2) — 73(1), T3 = 73(3) ~ 75(2), . . . jsou doby mezi navraty do stavu j. Plati
pro né nasledujici véta.
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Véta 2.5. Za podminky, e m5(1) < oo,...,7;(k) < oc, jsou doby T, Ts, ..., Ty, mezi
navraty do stavu j nezdvislé nahodné velidiny. Vyechdzi-li fetézec ze stavu j, maji
T, T, ..., T rozdéleni { f;;j} Vychazi-li fetézec ze stava 1 # ., maji T, T, ..., Tk

rozdéleny { f;;?']} a Ty méd rosdélent { fgﬂ}.
Dhikaz, Pro zjednoduseni zapisu vétu dokdZeme jen pro nahodné veliding 17,75, Vy-
jdeme 2 identity mezi nahodnymi jevy
[T1 = m, T3 = n] = [1;(1) = m, 73(2) =+ n)
=[X1# 5 Xm 1 F L Xm =5, X1 # 0o, Xongnt # J, Xengn = 7
Potom plati

Bt =m, T =n)=P(I1 =m, Ty =n|Xg=j)
= jj(-xm-l-ﬂ o j1 Xﬂl-i-ﬂ-—l ?_i J! s Xm-H ?é j!'xm = j:Xm—l # J:. ey Xy ?é j;X{r = ?}
bt Pj{xﬂi ™ j‘]Xﬂb—l ?E,?: e -:Xl i‘é:fj

Nyni vyuZijeme jednoduchého zobecnéni markovské vlastnosti a dile homogenity a

vatahu (2.4). Dostaneme postupné

P (X = Xomnos # oo Kot 2 31Kom = . Ximcr #.1ees Ko 7 5, = 5)
= P(Xm+n =% -Xm,-i-nwl fr"L oy '-:JYm+1 }EJ[XW =_T}
=P(Xn = Xn1 #F F5 0, Ka 2 51 Xo = §) = Pi{r;(1) = n).

Celkem tedy mame
(2.17) Pi(Ty = m, Ty = n) = Pj(73(1) = m)Pj(7;{1) =n) = P{(Th = m)P;i(T1 = n).

Odtud ”
Fi(Ty=n)= Y P(Ti=m,Ty =n) =P} =n),

e |

takie 17, T maji stejné rosdéleni dané piedpisem
(2.18) T =k) =%, k>1
L et gLl == } =t s e
Ze vzorce (2.17) take plyne, #e 71, T5 jsou nezavisle.
Pokud felézoe vychézi ze stavu @ £ 5, potom podobnymi dvahami dostaneme

LTy =m, Ty =n) = Bi(7;(1) = m) Py(r;(1) = n) = [i(T1 = m)F;(Ty = n),
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A} L PTy =m, Ty =n) = P;(T} =n). :

Vidime tedy, #e ndhodné velidiny 77,15 jsou nezdvislé, ndhodna velidina 7Y mé roz-

déleni

(2.19) BT =k) = P(r;(1)=k) = fF, k=1,
zatimco 75 ma rozdéleni
(2.20) P(h=k)=P(Ti=k=fP, k2L

(]

Nyni uvaZujme nahodnou veliinu N;, kterd udiva, kolikrit fetézee po opulténi po-

catecniho stava projde stavem 7, t.].

el
Ny= I X,=
=]

Ziejmé N; je ndhodna veliCina nabjvajici hodnot £ = 0,1,.... Rozdéleni této ndhodné
veliciny udava nasledujici véta.

Véta 2.6, Plati
k=11

faj,
HN=0= { Fall = f) k>0
Diikaz. Pro k =0 médme
Pi(N; =0y =1=F(N; 2 1} =1= P(ry{1) < o0) =1— f.
Pro k > 0 mame
Fi(N; =2 k) = Pi(rj(k) < o0} = P(T1 +Ta + -+ + Tp < ).
Podle véty 2.5 jsou ndhodné velidiny T, . . ., Ty, nezdvislé, pficems T md rosdéleni { fi(_-?}}

aly,. .., T, maji rozdéleni { f;;":'}, VytvoFujici funkee nihodné velifiny (k) je tedy (viz
Dodatck A, vita A.3) rovna Fi;(s }[F”( s)]FL Odtud

PNy 2 ) = B0 < 00) = 3~ Plr0) =) = Fy (D (01~ = fif
=0
Tudiz
Pi(N; =Fk) = B(N; = k) - ﬁ[lvjEka‘l]:fvljffj_T_fij = fadi = 5.
[

Nyni mii#eme snadno dokizat nasledujici vétu.

30



Véta 2.7, Je-li § trvaly stav Markovova fetézce, potom
Pj{;h.\rj = DCI] = 1
Je-li j stav prechodny, plati

}E(Nj:c}o):ﬂ, 1eS
a daile
Pi(N; =k)y=(1- fjj}f;:jr k>0 (geometricke rozdéleni) .

Diikaz. Vzhledem k monotonin nahodnych jevi
ENj:_}k]:J{.Mj :jk+1] o A

marme

Pi(N; = c0) = lim Bi(N; > k) = klif]; fi.ff;f_]'

h—roo
Predpoklidejme, Ze j je trvaly. Potom f;; = 1, tedy Pj(IV; = o0) = 1. Je-li stav j
prechodny, je fi; < 1 a tudiz F(N; = 00) = 0. Zbytlek tvrzeni plyne z véty 2.6.
O

Vidime tedy, Ze je-H stav j trvaly, vstoupi do ngj Fet@zec s pravd@podobnosti jedna
nekonedné mnohokrat, je-li pfechodny, je pofet vstupii do j s pravidépodobnosti jedna
konedny.

Zavedme jeité dalsi klasifikaci.

Definice. Necht d; je nejvétdi spoledny délitel &sel n > 1, pro kterd p;?} = 0. Je-li
dj > 1, fikime, %e stav f je periodicky s periodou dy, je-li dj = 1, fikame, %e stav j je

neperiodicky).

Priklad 2.10. V tloze o ruinovani hride (pfiklad 2.3) jsou stavy 0, a neperiodickd,
stavy 1,...,e2—1 periodické s periodou 2. V piikladé 2.9 (symetrickd ndhodna prochazka

na piimee) jsou viechny stavy periodické s periodou 2.
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Pozndmka. Je-li pj; > 0, je stav j neperiodicky. Tato podminka viak neni nutn;

napf. v fetézel s maticl pravdépodobnosti pfechodn

P=

el |
=0 =
p S L

mime i =0, o2 = 4, 3 =}, tedy dy =1

Dile se budeme zabyvat limitnim chovanim pravdépodobnosti pFechodu v souvislosti

s klasifikaci stavit, Nejdiive uvedeme jednu pomocnou vétu.

Lemma 2.8. Nechf {f,,n € Ny} je posloupnost rciluych éisel takovych, Ze [y =
0, fn 20, 300 fu = 1 a nejvéidi spolecny délitel Cisel n, pro néz f, > 0, je roven 1.

Definujme posloupnost {u, } pfedpisem
up=1

T
Ty = E fk-u'ﬂ“k} . 2 1.
k:ﬂ[\;
T

Necht p =37 kfi. Potom pfin — oo

0T .
Y1 oy Th s
I M DRt A B L

]
Yy =+ —, <00
th

Uy =+ 0, = co:

Diikaz. Feller (1964), str. 331-333.

Véta 2.9. (i) Necht j je prechodny stav Markovova fetézee. Potom pfin — oo

PP 0, i€,

(ii) Necht' § je trvaly nenulovy a neperiodicky. Poiom prin — o0



kde iy =32 on f};} Jje stredni doba prvniho navratu do stavu j.

(iii) Necht j je trvaly nenulovy s periodou d;. Potom pfi k — oo

d.
Aoty 8
Ly

+ j £ . »
pe ot ”fo Woo<li<cd;, i#j
d =0

a dale plati prin — o0

i f s
RS I

L".——].

(iv) Necht' 7 je trvaly nulovy. Potom piin — oo

pé?:' -0, 1€d.

Diikaz. (i) Necht stav j je pfechodny. Potom podle véty 2.4 En ﬂp”) R
Pﬁ?j —+ 0 g rostoucim n. Podobné podle (2.16) a (2.15)

ip{n} _ By
g =Bl CI-F() 1=

< 0,

takzep”—»ﬂ B

(i1) Necht j je trvaly nenulovy a neperiodicky. V lemmatu 2.8 polozme f, = J

': Y o uvidomne si, e je-li #islo 1 nejviétdi spoletny délitel éisel {n > 1 : pj':?:' > 0F,

pak je také nejvitdi spolecny délitel Gisel {n = 1: fj; (m) 0}. Tedy podle lemmatu 2.8

p.g?} }3_37 kde 15 T En— ﬂ'f{ﬂ} {1}
Pro i # § méme podle (2.14) a pron > N
(2‘21:} pE;T} Z Jr{’\} (n—ik} g z f{k} (n— k)

E=N+1
takie miiZeme psat
(2.22)

el & n-—k
< Ip { 2) Lfl: ) { )

N
L3 P-4,

5 e Hj

{F»]' (ﬂ kY. Z Uf.'l

i - &
]
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Podle (2.21) je

N

pizﬂ z f"t) (?‘-'"Fv

o0
- 3 Aps 3 e 3 e

=N+ =N 1 k=N41

pro € > 0 a dostateénd velké N (N > Np(e)), nebot 3.2, f ':k:' e fooel ] wiop;

Pro druhy ¢len na pravé strand (2.22) mdme pro dané N a n > N + ny(g)

Z 78 |tk _ \<£Z {k]":EZf{H*:E

> - 3

k=) E=0
ehof dame 13 dokdzall. FepS sl nrigios
T1: 0 JJLIII,JJJG(O fi ) :Ja.'rjj f-"JI 17 63,

Koneéné mame

Z m—fij

=0}

U»Il
52 el

Hj E=N+1

pro N > Ngle). Vyraz na levé strané (2.22) tedy lze uéinit libovolné maly vhodnou

volbow noa N,

(iii) Necht j je trvaly nenulovy s periodou d;. Potom p[ =, f;;t) =0 pron #
kd;, kE=290,1,.... Oznalme

k fed k Fedy
) = pl)  FE) )

Podle tvrzeni (ii) aplikovaného na posloupnest {ﬁ;?} } plati pro £ — oo

I
Psj i’

kde fi;=3"0" EFS) = Fr (1 (1) a Fj; je vytvofujici funkee posloupnosti { { } Mame

Fi a1z
[ 5 kY b A (Feel } PRt el 7
Byo) = 3175 = 3155 (s19) 7 = o455 (M%) = M),
=0 =0 st

odkud dostavime
Biy= 2 r =1

takie 4
kd.
P _EJ =L,
11
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Pro i # j dostaneme z (2.14)

& { —1
Pfgd I ) Z f{mﬁ +1) [.i-. s ,
=}

déle lze postupovat analogicky jake v (ii).
Podle Tauberovy véty (vlastnost (iii) v Dodatku A) a (2.16) a (2.15)

lim p{ Y= lim = ZP =) = Tim (1 — 5)Py;(s)

=00 n—roa b 1-+1—
Cfim 178 @ %l _ji{i,} fij
Tes-1- J‘J(S} F '[ )y

(iv) Je-li j trvaly nulovy neperiodicky, potom podle lemmata 2.8 p': ) 4 0 a odtud
plyne p ': 2l pro i # j analogicky jako v (ii), nebot ka#dj ze s€itanci v (2.21) lze
uéinit hhm olné malym pro dostatetné velké n a N. Je-li j trvaly nulovy s periodou d;,
je p_ij} =0 pron#kd; a p( 4) 50 podobné jako v (iii).

if
l

Poznamka. Vutah
m[ﬂ} s Eﬁ{k} i

plati 1 v pfipadé, %e stav j je trvaly neperiodicky.

Véta 2.10. Trvaly stav j je mulovy pravé tehdy, kdyz p':.’?}

s — 0 pfin — oc.

[hikaz, Necht j je trvaly stav, pro ktery p': "} 4 0. Potom L E,‘ lpgﬁj — 0 a tedy podle

Tauberovy véty
lim (1~ 8)Pyy(s) = 0,

coz podle {2.15) implikuje

lim hizg : ! 0 5
: - S e = = W =
s=tl= 1 — Fyi(s)  FLQ) pp

v Fis Aa = !\ e | ."1_._.._ il N

tedy 7 je nulovy. Zbytek ditkazu ]ﬁlyne z.{r‘E:L}r 2.0,



2.4. Rozklad mnoZiny stavi

Definice. Rekneme, Ze stav 7 je desafitelny zc stavu i, jestlize existuje n € My tak, Ze
p.EF:' = [ Jestlize ;ni;?} = 0 pro viechna n € By, rikame, Ze § nent dosafitelny z 1.

Poznamka. Kazdy stav je dosazitelny ze sebe sama, nebot pﬁ] =1 (jeo pi._?] =

Definice. Neprazdni mnoiina stavll € se nazyvi wzaviend, jestlize Zadny stav vné C
neni dosaZitelny z Zddného stavn uvniltf C. Nejmendi nzaviend mnoZina obsgahujici mno-
Finu O se nazyva wzdvér mnofiny C. Uzavicna mnoZina stavi se nazyva nerozloZitelnd,

jestlize neobsahuje Zidnou uzavienon vlastni podmmnoZinu.

Viéta 2.11. MnpoZina stavii C je uzaviend tehdy a jen tehdy, kdyz pi; = 0 pro viechna
ieC, jgdC.

Dikaz. 1. Necht p;; = 0¥ i € C, j ¢ C. Ukfeme indukef, 7¢ p{J) = 0V n. Pro
n == 1 tento vztah plati podle pfedpokladu; necht tedy pro nitjaké pFirozené n = 1 plati

[

pt-j} =0%ieC, j¢ C. Podle Chapmanovy-Kolmogorovovy rovnosti (2.8) dostaneme

Pt =5 pito.
kS

Jeli k € C, potom py; = 0 podle predpokladu véty. Je-li k ¢ C, poiom pg? = () podle

imdukéniho predpoklada.

2. Necht 7 je uwsaviend, potom ¥V i € C, j ¢ C je pl-:;} =0%n e M atedy i pro
nn=1.

O

Definice. Je-li jednobodovd mnoZina {j} usaviena, t.j. je-li py; = 1, pak stav j se

nazyva absorpcnd.

Poznambka. Vynechime-li v matict pravdiépodobnosti prechodu P tidky a sloupce

odpovidajici staviim vné uzaviené mnpoeziny C, dostaneme opét stochastickou matiei.
g

MnoZina € je mnoZina stavii Markovova Fetézee, kteréinu se fika podietézec plivodniho

Felézce.
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Definice. Markoviiv fetézee se nazyva nerozlofitelny, jestlize ka%dy jeho stav je dosaii-
telny z kaZdého jiného stavu, t.]. neexistuje v ném jind uzavieni mnoZina ne¥ mnoina

viech stavii. V opaéném pFipadé je fetézee rozloZitelni.

Priklad 2.11. V floze o ruinovini hrade (pifklad 2.3 ) jsou ze stavii 1,2,...,a— 1
dosaZitelné viechny stavy 0,1,...,a, ze stavu 0 je dosaZitelny jen stav 0, ze stavu a je
dosaZitelny jen stav a. MnoZiny {0}, {a} jsou uzaviené, mnoZina {1,2,...,a — 1} nenf
uzaviena, nebot napt. stav 0 je dosaZitelny ze stavu 1. Stavy 0 a a jsou absorpéni.

Retézee je rozloZitelny. ¥V modela havarijniho pojisténi (priklad 2.7) jsou viechny stavy

vzajemné dosaZitelné. Retézec je nerozloZitelny.

Véta 2.12. Retézec s koneéné mnoha stavy je rozloZitelny tehdy a jen tehdy, je-li (po
pEipadné permutaci fddki a sloupcii ) matice pravdépodobnosti pfechodu tvaru

P 0
»=(3 5)
kde Py, B jsou étvercové matice.

Ditkaz. 1. Nechf P je tvaru

P (Pl 0 )
A B’
kde Py, B jsou &tvercové matice. Potom Py je uzavieni mnoZina a tedy fetdzee je
rozlofitelny.

2. Necht fetézee jo rozloZitelny, tedy obsahuje uzavienou podmnofinu stavi. Stavy
fetézee predislujme tak, aby nejniZii pofadova Sisla patfila staviim z uvaZované uzaviend
mnoziny. Provedenim permutaci na Fidky a sloupce matice P dostane matice tvar
uvedeny ve znéni vety.

O

Priklad 2.12. UvaZujme Felézec s matici

0 0 0 0 1
oo o0 1 0
P=l0 4} 4o
1L 1 1 1
a 4 & h 5
1 0 0 0 0
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Vidime, Ze v Fetézcl je uzaviena mnoZina {1,5}. Po provedeni permutace (1,5, 2, 3, 4)

na fadky a sloupce dostaneme matici ve tvary

01 0 0 0
1 00 0 0
00 0 0 1
1 1 1
¢ 0 3 3 3
I L 11 1

Poznamka. Predpoklad o tom, Ze malice Py, B jsou &tvercové, je podstatny. Napf.

fetézec s maticl pravdépodobnosti pfechodu

P =

Lo L= B
L3l gl paie—
Wi L O

Jjo nerozlozitelny, nebot p{ ) 0, tedy stav 3 je desaZitelny z 1 { po dvon kroefch).

Definice. Rekneme, Ze dva stavy Markovova fetizee jsou stejného ypu, Jjsou-li oba
soucasné bud prechodné nebo oba trvalé nulové nebo nenulové, oba neperiodické nebo

periodické se stejinou periodon.

Véta 2.13. Je-li stav j dosaZitelny ze stavu i a stav i dosaZitelny ze stavu §, potom

jsou oba stejného typu.

Diikaz. Necht j je dosaiitelny z i a @ je dosaZitelny z 7. Potom existuje N a M tak, Je

N M
pfi ) = q g | pft )= f = 0. Podle Chapmanovy-Kolmoegorovovy rovnosti pro libovolné

7= 0
{N+ M4n) ZFL{\: P;,M—i_nj > Ej"f}p;f£+n},
kz S
" M’ &) 7|
=3 dRe” > o,
keSS
tedy
a podobné
{224] FE;V+M+?1:I < ,ﬁptﬂ}
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Je-li ¢ trvaly, potom z (2.24) a véty 2.4 plyne, Ze také j je trvaly, je-li i trvaly nulovy,
potom podle (2.23) a vily 2.10 také j musi byt trvaly nulovy, je-li 4 tevaly nenulovy,
potom (2.24) implikuje, e j je trvaly nenulovy. Je-li ¢ pfechodny, je také j prechodny
podle (2.23) a véty 2.4. Argumentace pro stavy j a i je symetricka.

Nyni pledpoklidejme, Ze i a j jsou vzajemné dosaZitelné, nechf ¢ ma periodu d;.
Podle (2.23) pro n =10 je p;_:fi-m’v'j Z aff >0, tedy M+ N je délitelné &islem d;. Potom
pHNE fo kladné pro n délitelné d; a rovno nule pro n neddlitelné d;, odtud a (2.23)
p\%) = 0 pro n nedélitelné d;, tedy nejvitii spolecny déflitel {n PP >0} > dy, &l g je
periodicky s periodou d; = d;. Zaméuime-li roli ¢ a j, dostaneme d; > dy, tedy d; = d;.

|
Véta 2.14. V nerozloZitelném fetézci jsou viechny stavy stejného typu.
Ihikaz. Plyne jako disledek z pedchozi vity.

O

Veéta 2.15. Necht j je trvaly a necht k je dosagitelny z 5. Potom
(i) & je trvaly,
(i) 4 je.dosaZitelny z k,
(i) fin = Pi(ra(1) < o0) = Pi(r3(1) < o) = fi; = 1.

Dikaz. DokéZeme (ii); tim bude dokdzdno i tvrzeni (i), nebot 7 a & budou vzajemnd
dosafitelné a tedy stejného typu.
Stav & je podle pfedpokladu dosaZitelny z 7, tedy existuje m takové, Ze p;?} =0
necht m je nejmensi prirozené Gislo s touto vlastnosti.
Predpokladejme nyni, e j neni dosaZitelny z k, potom
Fpl Xy 3% w2 1) = Bl {1)=00) = 1.
ProtoZe j je trvaly, je podle véty 2.7 P3(N; = o) = 1, tedy musi byt Pl X &
3 Xeng1 # Jy- .- ) = 0 (m je konetné). Potom plati
0= }?(Xm ?éj:Xm+l ?{' .?-: * ) 2 Pj{Xm = k;Xm+l ?é?i ¥ -)
2P{X?m T ‘EJJXTH—Z-I %.:h "*IXI'I :j}
= P(Xm+l. ¥ Xm+2 # i Ixm =k, Xo = jJP(Xm = I';*'U{E]l = .?]
=P(Xont1 5 Xongz # v | X = B)P(X, = K| X = )
= P(X1 # §, X2 # jy+. .| Xo = K)p
= Pe(Xn # 5,¥ n 2 Dple? = pl) >0,
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co% je spor, tedy j je dosaZitelny z k a (ii) a (i) plati.
Podobné mame s vyuZitim podmifiovani, markovske vlastnosti a homogenity

1= fi33 = P3(75(1) = 00) = Pj(r5(1) = 00, X = k)
=P ( Xy b g Rapen f X e by X iqalig 00
=l Pe(r; (1) = 00) = pV[1 — fis].

Protogie § je trvaly, je fi; = latudiZ i fi; = 1 (nebof p}?j > 0, viz vyge.) ProtoZe také

i je trvaly, dokdZeme stejnym zplsobem, 7o fix = 1.
O

Vidime, Ze mnoZina stavi dosazitelnyeh z néjakého trvalého stava je uzaviena a je
Lo muoZina stavit nerozloZitelneho podietézee piivodniho Fetézee, Predehozi viéta nam
Lak winezinje rozloZit mnozinu stava 5 Markovova fetézce s trvalymi stavy nasledujicim
zplisobem. Necht j) je trvaly stav s nejniZSim indexem, necht C) je mnoZina vEech stavil
dosazitelnych z 73; necht gz je trvaly stav s nejnizsim indexem mezi t€mi trvalymi stavy,
které nepatii do €y, necht €5 je mnoZina viech stavil dosaZitelnych 7 a2 atd.

Mizeme tedy psit S ve tvaru
S=TUuCiUCU...,

kde T je mnoZina stavi prechodngch a €y, Cy, .. . jsou disjunktni nzaviené nerozloZitelné
mnoziny stavii trvalych.
Je-li mnoZina stavii § kone¢nd, potom matice pravdépodobnosti pfechodu (po even-

tudlnim predislovani stavil) ma tvar

PO ... 0O 0O
0o P ... 0 O

gl s b : ;
o 0 .. B 0

Ql QZ Bl Q‘r Qr+l

kde Py,..., P, json étvercové matice pravdépodobnosti pfechodu mezi trvalymi stavy
v podietézeich C,...,C a €Qq,.. ., Qr41 obsahuji pravdépodobnosti pfechodu ze stavi
piechodnych. Analogicky rosklad lze psat pro matici pravdépodobnosti pfechodu v Fe-
tézcl s nekonecné mnoha stavy.

FExistenci trvalych stavilt v fetézci s koneCné mnoha stavy zarufoje nasleduojici véta.
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Véta 2.16. V fetdzci s konedné mnoha stavy nemohou byt viechny stavy prechodné.

Diitkaz. Predpoklidejme, Ze vEechny stavy jsou pfechodné. Potom podle tvrzeni (i) vo
visté 2.9 plati p{ ) 50 piin —+ooWi,7e 8 Odiud

. (ri} _ N 4 () - .
dm T al=Y Jma! =% Vies
JES JES

co% je spor, nebol matice P = {PE?}} je stochasticka a joji Fidkové soudty jsou rovny

jedne.
O

Priklad 2.13. V fetézci s nckonedné mnoha sta,vy mohon byt viechny stavy piechodné.
UvaFujme Fetdzec s mnoZinou stavi § = {1,2 ..}, 8 pofdteénim rozdélenim p =
(1,0,.. .)T as pravdopﬂdabnnstml piechodu p; ;11 =1, ¢ = 1. Potom pif =0¥ie s
aVnzl, tedy Epu < oo, i € 5. Viechny stavy jsou piechodné.

Véta 2.17. V fetésci s koneéné mnoha stavy neexistuji nulove stavy.
Diikaz. Necht i je trvaly nulovy stav; necht €' je mnoZina stavi dosaZitelnych z 1. Potom
podle véty 2.15 je € uzaviena nerozlozZitelnd mmnozina trvalych nulovych stavii, kterd

delinuje podfetdzec s matici pravd@podobnosti pfechodu P = {p;;}. Podle vty 2.9
(iv) ﬁé;} — 0 ¥i, j € C. Potom ale

n) _ T
B LR =0 Sl =0 e,
JeC JjeC

coZ je spor, nebot Pgo i P = {sz } jsou stochastické matice.
]

Véta 2,18, V nerozloZitelném Fetézel s koneéné mnoha stavy jsou viechny siavy trvalé

nenulove,

Dikaz. Tvrzend je disledek vét 2.14, 2,16 a 2.17.
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2.5. Pravdépodobnosti absorpce

V predchozim odstavel jsme ulkdzali, Ze mnozinn stavii S Markovova Fetézee, kiery

obsahuje trvalé stavy, lze rozloZit na disjunktni sjednoceni
S:TUQ*lUC'gU“.,

kde T' je mnoZina stavit pfechoduych a €y, Cy,. .. jsou uzaviené nerozloZitelné mnoZiny
stavit trvalych. MnoZiny C; mohou byt i jednoprvkové; Ly edpovidaji stavim absorpé-
nim, pro které p;; = 1. Retézec s konetné mnoha stavy, jeho# viechny trvalé stavy jsou
absorpéni, se nasyvi abserpini fetézec.
Uvazujme fetézee { X} s mnoZinon prechodnjch stavit T a definujme nihodnou
velidinn
r=inf{n=20:X, ¢ T},

ktera znadi cas wvijslupu » muoZiny piechodnych stavi T. Zifejmé 7 je nahodnd velidina
nabyvajici hodnot 0,1,..., miZe viak s kladnou pravdépodobnosti byt i 7 = oo, jako
v piikladé 2.13, kde T = §; v tomto piipadé je P{r =00} =1 Vies.

Véta 2.19. V Feideci s koneéné mnoha stavy je

Ditkez. ProtoZe S a tudiZ i T je konefnd, je [1 = oo] = Ujer[N; = o0 a

Bir=o)=R | | J[N;=0q] | < 3 B(N; =oc) =0,
JET JET
nebot je-li § prechodny, plati podle véty 2.7 P5(N; = oo) = 0 pro kaidé 4.
a

Nadale budeme pfedpokladat, Ze Pi(r < oo} = 1 pro vechna 4, t.j. Fetézee v ko-
nefném €ase vystoupi z mnoZiny prechodnych stavii 7' a vstoupi do néjaké uzaviend
mnoziny stavi trvalych. V této mnoZing jiz pak setrva.

Necht X, je ten stav, do kterého fetézee vatoupi, jakmile opusti mno¥inu pfechodnych

stavilt 7. Definujme pravdépodobnosti
(2.25] Uiy = R(X,. =jj tel e !
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Je-li j absorpéni stav, potom uy; je pravdépodobnost, e Fetzee, ktery byl na podatku
v prechodném stavu 4, je absorbovin stavemn j. Je-li Oy néjakd uzaviena nerozlozitelna
mnozina stavi trvalych, potom pravdépodobnost, Ze Tetézee, kiery vychdui 2 i, po opus-

téni mnoziny pfechodngch stavil setrvd v mmoZingé Cr, je

(2.26) ui(Cr) = Pi(X: € Ch) = 3wy
Jed

UkaZme nyni, jak lee pravdépodobnosti ug; poditat pomoei pravdépodobnosti prechodu

Pri-

Véta 2.20. Pro pravdépodobnosti u;; definované v (2.25) plati

(2.27) Wi =P+ Y Pat;, 1€T,5€TC
vET

Dhikaz. Oznafme jako
ul) = DX, =jr=m), icT,jeT"

pravdépodobnost, Ze Tetézec opusti mnoZiou pfechodnyeh stavii a piejde do trvalého

slavu j pravé v ¢ase n. ProtoZe
oo
= U[Xf =j,7=nl,
=[]

mame
{r}
- t 5 a T
= E v ey €18

n=0
I'ro pravdépodobnosti u { ) plati
u‘:;-]} =
{ ) Pij,
{ )—pru“ 1 , n= 2
verT

(Vyraz pro n > 2 dostaneme snadno ze vztahu
i) = PRy € Ty €T X =g 75
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podmifiovinim jevy [X; = v € T, Xy = i] a vyuZitim markovské vlastnosti.) Dostavime

tody

o oo o
n {rn—1 n—1 :
iy = Z ”Ej} = Pij + Z: ZP;',;HFJ- ) = Pij + E;}w u},j- - Pig + Zpip Ly
n=1 =2 e’ weT =2 T

0

Vztah (2.27) miZeme vyjadFit 1 maticové. Maticl pravdépodobnosti pfechodu miiZzeme

(po eventudlnim pledislovani stavi ) prit ve tvaru

Pt 0
kde P* = {p;;,i,j € T¢}, @ ={py,i € T,j € T°}, B={py,i,j € T}

Necht U = {u;;,i ¢ T,j € T°} je matice pravdépodobnosti uy;. Potom vatah (2.27)

muifeme piepsat do tvaru
{2.29) U=Q+ RU.

I'to koneéné matice odtud mame (I — R)U = @, kde I je jednotkova matice stejuného
Fadn jako R. Jestlize k matici I — R existuje matice inverzni, potom existuje jediné

Fefeni této soustavy

(2.30) U=(I-R"qQ.

Existenct inverzni matice k I — R zaruduje nasledujici tvrzeni.

Lemma 2.21. Uvafujme Felézec s matici pravdépodobnosti pfechodu tvaru (2.28).
Neeht T' je konednad mmnozina piechodnyeh stavid. Potom matice I — R je regulirni a

plati

e e

(I-RrR)™'=> RF

k=I}

Ditkaz. Je-li mnofina T' konecna, je R konedna dvercova matice obsahujici jen prav-
dépodobnosti pfechodu mezi stavy pfechodnymi. 7 rozkladu (2.28) plyne, Ze R® =
052,45 € T}. Podle véty 2.9 p7) — 0 pfin — 0o V4,5 € T, tedy R" konverguje
5 rostoucim n k nulové matici. Zbytek tvrzeni plyne 2z véty B.2 v Dodatlku B.

[
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Pozndmka. Matice F' = (I — R)™! se nazyvi fundamentdini matice Markovova fe-

fivre.

Priklad 2.14. Student vysoké Skoly béhem studia ispéing ukonél ronik a postoupi do
daisiho roéniku s pravdépodobnosti p, opakuje roénik s pravdépodobnosti v a zancchi
studia s pravdépodobnosti g, p+g+r = 1. Predpoklidime, Ze pravdépodobnosti p, g, r
jsou konstantni. Potom lze vysledky studia v jednotlivyeh rofnicich popsat Markovovim
fetézcom s mnoZinou stavil 1-zanechani studia, 2-0spéiné ukondeni studia, 3-studinm
1. roéniku, atd., 7- studinm d.roéniku. Matice pravdépodobnosti pfechodu ma tvar

1 00 00 00
01 00 000
g 0 r p 0 0 0
P=|lyg 00 r p 0O 0],
g 00 0 r p 0O
g 00 0 0 r p
g p 00 0 0 r

stavy "zanechini studia® a "ispéiné ukondeni studia” jsou absorpéni, ostatni stavy json

prechodné. Mame

g 0 rop 0 0 0
g 0 0 r p 0 0
L=)qg 0|, B=|0 0 r p 0
g 0 0 00 r p
q p o 00 0 r

ik

2 i1

L P g b
ptg  {p+g)*  Iptq)®  (pHe)* [ty \
2

e
1 4
prqa (pta? (pg (r+a)t
2

= 1 :
0 0 e TrtaT (prel®
L
0 0 0 prq  (ptar
1
K ] ] Q { Pray ."J

Student, ktery studuje v prvnim roéniku, zancchd studia s pravdépodobnosti

1 p P2 1’5'3 }??4 )
gl = ( 5 i e -+
ptg (p+0? (p+aP (p+¢* (G+g)
a Ospésnd ukonéi studium s pravdépodobnosti
5
gy = ———— =1 — ug3.
3z (p +q) 131



Priklad 2.15. Uréeme pravdépodobnost ruinovani Irdce A » dlohy 2.3. Vime, Ze stavy
0, a jsou absorpéni, ostatni stavy jsou pfechodné. Hledame tedy pravdépodebnost ab-
sorpce 2 picchodného stavu ¢,1 < 4 < o — 1 (poditetni kapitdl hrace A) do stavua 0.
Podle (2.27) pravdépodobnosti absorpee musi spliiovat rovnice

a—1

T'I'iﬂ’ ZPID -l_ zpi;.ﬂupﬂ? 'II' - ].,- -._._ﬂ ] ]_.

r=1

Dosadime-li za pravdépodobnosti pfechodu, vidime, Ze hledane pravdépodobnosti ab-

sorpee musi vyhovovat soustavé rovnic

TLL—Q’—PMZZQ;
(2.31) i — QUi — Pty =0, i=2,...,a—2,

g1 — quig—2 = 0,
kdyz pro jednoduchost znadime ug jako w;. Dodefinujme
(2.32) =1y wy =1
Potom soustavu (2.31} lze Fedit jako homogenni diferenéni rovnici
(2.33) —Pliyy + = QU1 =0

s okrajovymi podminkami (2.32). Charakteristicky polynom této rovnice je —pA2+ X —q,
ktery ma kofeny 1 a 3
Obecné fefeni diferen¢ni rovnice (2.33) je

u; =1+ ey (E) pFa

Uy =01 +icg p=1.

Z okrajovyeh podminek dostaneme pro p # ¢ konstanty

tedy



Pro p = g z okrajovych podminek dostaneme
ci=1, eco=—

Ledy

T - N N, )
(21

UvaZujme jesté nihodnou veliciou W}, kterd znadi celkovy pocet Casovych okamiiki,
které fetézec stravi v prechodném stavu j; ziejmé
| N Xo=1#7]
WJ"'_{NjH, Xo=4

Pro stiedni hodnotn nihodné veliciny W; méame

[=.0] o (58]
EW; = E;N; = B (Z i j}) =3 BXe=)=3 ) LIETEE,
=1 n=1 =1

o
EiW;=EN;+1=Y p+1 jer,
n=1

« (D : 5
a protoie p& ,:—'} = d;;, dostdavime

L]
EW; = Zpg.‘?, i,jeT.
n=0
Je-li mnoZina T koneéna, potom s prihlédnutim k lemmatu 2.21 miZzeme psat
E:WJ = g t'r.? € T:
kde ¢;; jsou odpovidajici prvky fundamentilni matice F = (I - R)~L
Ovnadimeli jofte jako W = 3 ser Wy celkovy podet Casovich okamziki stravenych
v mnoziné pfechodnych stavi T, potom
EW = EE,-Wj = Fii,
jET
kde F; je #dck matice F odpovidajici podateénimu stavu i a 1 = (1,1,...,1)7 (sloup-

covy vektor.)

Zatim vime, #e je-11 § ( a tedy i T' ) konedéna mnoZina, potom Pi(r =) =0, i €T
a soustava tovnic (2.27), resp. (2.29) ma jediné feSeni, které v maticovém tvaru je
U = FQ, kde F je fundamentalnl matice, V' piipadé, Ze 5 neni koneéna, miZe bit,
jak jsme ukdzali na priklade 2.13, Fi{r = oc) > 0 a nabizi se Laké otdzka, zda soustava
(2.27) mé jediné feseni. Tento problém Feil nasledujici véta.
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Véta 2.22. Soustava rovnic (2.27) md jediné fefenf 0 < u;; =1, i € T, j € T° tehdy a

jen tehdy, kdyi soustava rovnic
(2.34) m= Y piyzy, t€T
JET
nemd jiné fefeni 0 < o < 1 nef trivialng, t.j. o; = 0 ¥i € T. Tato podminka je

ekvivalentni podmince

(2.35) Pr=oc)=0, ieT

Diikaz. Je uveden v koize Resnick (1992), Propesition 2.11.1; zde ukiZeme jen ekviva-
lenei podminek (2.34) a (2.33).
Oznaéme v, = Pi(r = 00), i € T. UkdZeme, e v; fedi (2.34). Necht -u:-:“} = P,(tr > n}

je pravdépodobnost, Ze v éase n je fetézec jelté v mnoziné prechodnveh stavi. Potom

v =PFr>0=1, ieT
ugl} =Br>1=FB(X:eT) = ZPiu

T
o =P €T, Xam €1) =Y purf?, n>0.
v

ProtoZe pro jevy A, = |r > n] plati Ay C 4, C ooy Je v = limg 0 'U::“} a tedy

v, = hm Y pyel®) = E bt
R i Pin g, Fip Ve
wET T

(limitni prechod za stitacim znaménkem jsme opravnéni udélat, nebot 0 < pv, < pi.

A orbiv< L)
Nechf 0 < ©; < 1 je nyni jiné Fefeni (2.34). UkdZeme, Ze ¥; < v;,i € T. Plati

v = ZPnﬁu = ZP:‘:.- o Ual.:l}!

veT el

odtud indukei podle n dostaneme
vy £ vi‘n’} pro kaidé n,

nebot s vynzitim indukéniho predpokladu, Ze vztah plati pro néjakeé &

o o i E E+1
B= D mud <Y parf =0,
wET veT
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Odtud limitnim prechodem

v; < lim ugﬂ} =y 3Tk
E—+ 2
Jo-li tedy v, = 0 Vi € T, je to jediné FeSeni (2.34) v intervalu [0, 1], ma-li naopak (2.34)
jen trivialni fefeni, je v; = 0 Vi€ 1.

O

V piiklads 2.13 jsme ukizali fetézec se spodetnou mnoZinou stavi, které byly viechny
prechodné. Nasledujici véta ndm umozni rozhodnout, zda v fetézcl s nekonedns mnoha

stavy jsou viechny stavy trvalé nebo viechny pfechodné.

Vata 2.23. V nerozlogitelndm Fetézel s mnoZinon stavit 5 = {0,1,..., } jsou viechny

stavy trvald tehdy a jen tehdy, kdyZ jediné feleni soustavy rovnic
(3 =]

(2.36) = mgmyy St
§=1

v intervalu [0,1] je trividlni feSeni z; = 0,1 = 1,2.... VSechny stavy jsoun prechodné

tehdy a jen tehdy, kdy?# (2.36) md v [0, 1] netrividlni feSent.

Diikaz. Uvabujme podmno#inu stavii T = {1,2,...} a rozklad § = {0} UT. Potomn
r=inf{n>0: X, ¢T}=inf{n>0: X, =0}
je das vystupu z T a stejné jako ve vélé 2.22 lze ukdzatie z; = 0 je jediné feseni
soustavy rovaic (2.36) v intervalu [0, 1] pravé tehdy, kdy?Z plati (2.35), t.]. kdyZ Pibr=
oo) = 0,i = 1,2,.... (V dikazu véty 2.22 se nikde nevyuiilo, Ze T' je mnozina atavii
pFechodnych.) Pro i # 0 je
Pi{r =o00)=1= Pv< 00)=1— fip.

Necht viechny stavy jsou trvald; potom podle véty 2,15 fip = 1 pro viechna @ =
1,2,..., tedy plati (2.35) a tudiz (2.36). Necht naopak jediné FeSeni (2.36) v [0,1] je
trividlni, potom plati {(2.35) a tedy fio = 1,7 =1,2.... Polom ale

[ 4] [+ 5]
Joo = Po{ma(1) < o0) = pog + z;”ﬂ-r;fm = Z;-’J'u-a =
i=1 i=0)
tudiz stav 0 je trvaly. ProteZe fetzee je nerozloZitelny, jsou vBechuy stavy trvalé.

Pro piechodné stavy se postupuje analogicky.
I

V daldim odstaved si ukdZeme dalii kritéria pro klasifikaci stavii a budeme se podrob-

néji zabyvat limitnimi vlastnostmi pravdépodobnosti prechodu.
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2.6. Staciondrni rozdéleni

Definice. Nechf {X,,n € Ny} je homogenni Fetézec s mnoZinou stavii § a matici
pravdipodobnosti pfechodn P. Necht w = {7;,j € 5} je néjaké pravdépodobnostni
rozditleni na mno#iné 8, t.j. m; = 0,7 € 8, 3 jes ™ = L. Potom & se nazyva staciondrni

rozdélent dancho Telézee, jestlize plati
(2.37) 7wl =xn P,
nehaoli

M=) TPk, § €5
kesd

kdy# uvaZujeme sloupcove vekiory.

Nasledujici vita ukazuje souvislost privé uvedeného pojmu s pojmem striktni stacl-

onarita procesu, ktery jsme definovali v prvnd kapitole.

Viéta 2.24. Necht poddtedni rozdéleni homogenniho Markovova Feldzee je staciondrni
ve smyslu (2.37). Potom Markovity Fetézee je striktné staciondrni ndhodny proces, L.

pro viechna noe Ny, k € My a libovolnd 4g,...,1, € S plaii
Pl Xg=in Xy =hye Xp =) = Pl = 0, Xppa = By Xppa = ta)e
Speciilnég, pro absolntni pravdépodobnosti plati
pi(n) = P(X, = j)=m;, je€S5,
kde m; jsou poditedni staciondrni pravdépodobnosti.
Diikaz. Necht 7 je staciondarni rozdélent. Nejprve dokazeme induked, Ze pro kaidén = 1
plati
(2.38) wl = xT P",
t. 3.
T = Eﬂkp:;;} jES.
kel

Pro n = 1 plyne tento vetah z delinice; plaii-li pro néjaké n > 1, potom

aT Pl = 0T PP o TP = T,



Necht m je poddtetni rozdéleni. Potom podle (2.9) médme ihned pro absolutni pravdé-

podobnosti :
pin)T =x" P"=x",

S vyuzitim vity 2.1 a (2.38) mame

P(Xg =0, Xpp1 =010y Xppgn = i) =
ZP{X{; :j: Xk = 'IED:. .- Xﬁ.—]—n = 1?1} = Z?T-?pﬁﬂp*“h e P yia
Jes JES
= WioPigiy v Pin_rin = P(Xo=dp. X1 = 11,. .., Xy = 1)-

Véta 2.25. Necht je din nerozlozitelny Markoviv Fetézec. Potom plati:

(i) Jsou-Ii viechny jeho stavy pfechodné nebo viechny trvalé nulové, stacionarni roz-
ditleni neexistuje.

(ii) Jsou-li viechny stavy trvalé nenulové, staciondrni rozdéleni existuje a je jediné,
Jsou-li viechny stavy neperiodické, potom pro staciondrni pravdépodobnosti ©; plati

mp= lim pi™ >0, i,je8

FL—F 00 o

i rovnes
;= lm pi(n} >0, Fe§
Temdb (23

Jsou-li viechny stavy periodické, plati

7; = lim —Zp‘”pn, i,j €8,

n—roo T3
k=1

mj = lim — Zm{k}}ﬂ j€s.

n—Fx T}

Dhtkaz.

(i) Jsou-li viechny stavy pfechodné nebo trvalé nulové, plati podle vity 2.9 p (®) 50
pil n — oo Vi, € 5. Predpokladejme, Ze staciondrni rozdélent existuje. Potam podle
(2.38) m; = 3 ics :TT,;IJE?}T takie po provedeni limitniho pfechodu pii n — co (jsme
opravoéni ho provést) mame pro viechna j £ §

(ny _ i)
Ty = nlr_}n&ﬂ%w,p %ﬂ, hm p =0,
% T



co# je oviem spor, protoZe potom {m;} neni pravdépodobnosini rozdéleni.

(i1} Jsou-li viechny stavy trvalé nenulové, potom podle vity 2.15 fi; = 1,¥i,j € §.
Jsou-li viechny neperiodické, potom podle véty 2.9 (ii) pg;} — -&;_—‘v’-;', j €8, kde p; >
0, 5 € 5. Jsouli ﬁm;}uw periodické se stejnou periodou, potom podle vity 2.9 (iii)

'_I_A'E;l} e Ek i pfk} -+ L pro i # 7, podle tého# tvrzeni ale snadno ukiZeme, Ze stejny

vysledek platii pro pr* }' Dale lze ukdzat, 7e (2.38) plati, k{iy.fp ) nahradime p{ ™), Stadi

tedy diitkaz provést pro stavy neperiodické a v dikazu pro stavy periodické misto p( ")

viude psit p( M,

Nyni ukiZeme, Ze staciondrni rozdéleni existuje. Vyjdéme ze vatahu

{ﬂ+1) Lpi?)ptji kij & S

=5

Je-1i 8 konednd, limitnim prechodem pro n — oo odtud ihned dostaneme

(2.39) — =3 —pu, jes.
t"c‘i‘

Je-1i § nekoneéné spodeina, pifme

il ) ¥
{ + . L ‘}L‘a p*.’.‘ Zpi: Pijs ::’ u,

odtud pro pevné N limitaim pfechodem pro n — oo dostaneme

;
1 sl
T = —Mij
I8 =0 H
a limitnim piechodem pro N — oo
[+
1 — 1 .
— —Pijy 4 E 5.
g Tt

Pokud by pro néjaké § platila posledni nerovnost s ostrym znaménkem, muselo by po

sedteni byt

[, S-SR o o
Z—:»Zz—r*u—Z Mv— =
iaht 2 s i i=0 't

co# vede ke sporn. Vidime tedy, Ze vatah (2.30) opét plati. Vzhledem k tomu, Ze

N
ZFEJ < Zp{ﬂ}
§=0

JES
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je L‘;CS’ < 1. Potomn vektor w = {m;,j € S}, kde

-1

1 1 .

o= —— =i
T (; .U-z')

je vektor rozdéleni, ktery splinje (2.39) a tudiz (2.37}), je to tedy staciondrni rozdéleni.

Protoie o je staciondrni rozdéleni, plati take

T = Empg*}, i,7 € 9,
=S

odkud limitnim pfechodem pro n — oo dostancme

Z?r 11111 Pz_»,. Z?r—-=—

ies e

s i T ks
( musi tudiZ platit 3. o Y 1).
Necht {u;,7 € S} je jiné staciondrni rozdéleni. Potom pro kazdé j € § musi platit

(1)
= zﬂilﬂsj = EUTP,;
ies ics

" e - - bl = {IAs 3 L L=
a odtud limitnim pFechodem opdt v; = 3. o w =

;;1}-; existuje tedy jediné staciondrni
rozdéleni a plati

1 ¢
(m) =—2>10, 1,7 € S.

my = lim py; i
i

L

Pro absolutui pravdépodobnosti podle [2.9] plati

lim p;(n) = lim 1 Y (0l = Zm{ﬂ _‘ =75 JES
=S ics

Poznamka. Vztah i, pE}'J =, 1,J € 5 lze maticové vyjadiit jako

lim P*"=1IT
T
kde i
my Ty TFT
7T

HZ Ty g —



Véta 2.26. V nerozioZitelndém Fetézei 5 koneénd mnoha stavy staciondrni rozdéleni

existuje.

Diikaz, Diisledel wit 218 a 2.25.

Priklad 2.16. UvaZujme model havarijniho pojisténi z pfikladu 2.7. Ukdzali jsme, Ze
kategorie pojistného X, v n— tém pojistném obdobi tvofi Markoviiv Fetézee se stavy

0,1,2, s potateénim rozdélenim p = (1,0,0)T a matici pravdépodobnosti pfechodu

1—(15} (2] 0
P 1—ap 0 ap |,
l—ay—a; a1 ag

kde ap = e, a; = Ae™.
Retiézee je nerozlofitelny, viechny stavy jsou trvalé nenulové, Stacionirni rozdéleni

existuje a je uréeno jako Fefeni (2.37), t.]. jako FeSeni soustavy rovnie

n = ‘.'-'Tu(l s I’_i.u} - ?I'j_l:l = t’Iﬁ} + '?!'3{1 - g = !11)

T = Wgddy + Todg,

Mg = Widy + Tadg,

CoE 0

_l-ag—aga; 1—e > —)pe"?

o m—

11— il 1-— .}1.8_2}‘

apg(l —ap) e AMl—e™)
n= = —2A
1 —agay 1— Ae
2 —2A

{1 E

g = =

1 — gy i1 xe

Je-li vysSe zakladniho pojistného V, potom stFedni viSe pojistného, kterou pojistény
zaplati v dlonhodobém €asovém horizontu, je pfi uvedeném systému bonust rovna mpV +
0,7m, V 40, 5w V.
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Piiklad 2.17. Existence stacionarniho rozdéleni lze uiit jako kriteria ke klasifikaci

stavil. Uvasujme Fetézec s mmozinou staviy § = {0,1,...} a s matici pravdépodobnosti

prechodu
g p 0 0
g 0 p 0 ...
P=y qg O p ... |-

Retézee je nerozloitelny, viechny stavy jsou tedy stejného typu. Pokud stacionirni
rozdéleni existuje, musi byt kladnym FeSenim soustavy rovnie

g = iy + 4

m = Py + i

Wi = Prj-1 + quj1

Postupnym fefenim téchto rovnic dostaneme

J
jll‘j:(E) ,"".-rﬂ: j.—_ﬂﬁlj_..,frn}ﬂ.
fq

Z podminky Z;-m:ﬂ w; = 1 dostanere pro g < 1 fedeni
; 3
r P R ] :
am1t e B2 o
i g\

Pro p < g tedy stacionarni rozdéleni existuje, viechny stavy tudiz jsou trvalé nenulove.
Pro p > g staciondrni rowdéleni neexistuje a viechny stavy jsou bud trvalé nulové, nebo
viechny pFechodné. O tom, ktery pfipad nastane, miiZemne nyni rozhodnout podle véty

2.23. Soustava (2.36) ma v nafem piipadé tvar

Tl = pLz

Ti = Qi+ Prigy, 122

Na tulo soustavu mizeme pohlizet jako na diferenéni rovnici

PTiv1 —~ZTi+gric1 =0, 121

it



s okrajovou podminkou xg = (. To je stejnai diferenéni rovnice jako rovnice (2.33), jeiiz

feSent jsme urdili v pfiklade 2.15. Zjistili jsme, %e jeji obecné fedent je
i
— (4 R ]
Ti=ctep| = PF
r
&= c1+icy b= q.
Pfi okrajové podmince xy = 0 dostaneme Feleni
posmm AL ST
;= A1 - (=)} p>q,
P
oy == O =4,

kde A, B jsou néjaké konstanty. Vidime tedy, Ze pro p > ¢ v intervalu [0, 1] existuje
netrividlni Fefeni soustavy (2.36), viechny stavy jsou tudiz prechodnd; pro p = g v in-
tervalu [0, 1] neexistuje jiné FeSeni nei trividlni, viechny stavy jsou v tomto pfipadé

trvalé nulowvd.

Piiklad 2.18. Retézee s mnoFinou stavia § = {0,1,...} a matici pravdépodobnosti

prechodn £ 1 b g
2 2

;00 2 0

=11 ¢ o 2

je nerozloZitelny, ale staciondrni rozdéleni v ném neexistuje, nebot soustava (2.37) je

1
Wg=§ﬁ0+§frl+§ﬂ2+,_.
i 1 :
Mj= Moy = ——mg, j=12...
;j_l_ljljﬁ“]nh?

Protoze 3 2,7 = ma) 1oy ;}Til nekonverguje pro Zidné my > 0, neexistuje Zadné
kladné FeSeni (2.37). ProtoZe fetézec je nerozloZitelny, musi bt viechny stavy bud pfo-
chodné, nebo viechny trvalé nulové., Opét miszeme rozhodnout podle véty 2.23. Soustava

(2.36) je

J+1 :
;= xTs ' =1,2....‘,
&y j_|_2173+1 J
odtud -
T ;
$j=i~§—-::1, jzljg,., )
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a jeding feSond v intervalu [0,1] je =, = 0, ¥y, Viechny stavy jsou irvalé nulové (a
J 2 ] ? ¥

neperiodické) nebot pyy > 0).

2.7. Limiitni véty pro éetnosti ndvrati

UvaZujme nerozloZitelny fetézec, ve kterédm jsoun viechny stavy trvalé nenulové. Vime,
70 v takovém Fet@zel existuje staciondrni rozdéleni {7y, § € S} a z diikazu vty 2.25 plyne,
e Loto staciondrni rozdéleni je jediné a plati
1 .
j=—2=0 jeSs
Hj

kde piy = Ej7;(1) = E;T) je stfedni doba prvniho ndvratu do stavu j.
Necht N;(n) znadi nihodnon velifinu, kterd udivd, kolikrdt v prvnich n krocich

Fetézee projde stavemn j (kolikrdt se vrati do stavua j), t.].
n
Nifn) =Y (X, = ).
=1

Potom plati pro k= 1,2...
[N(n) < k] <= [r;(k} > n],

kde 7;(%) je ¢as k—tého ndvratu do stavu 7. Vzhledem k tomu, Ze fetézec je nerozloZitelny
a viechny stavy jsou trvalé, jo Pi{n(k) < o0)=1Vi,j€ 8, Yk=1,2....
MNyni mazZeme dokazat analogii silného zéakona velkych &isel pro relativni éotnost na-

vratii do stava 7.

Viéta 2.27. V nerozloZitelném fetézei s trvalymi nenulovymi stavy plati

N, (n)
T

~» w5 prin -3 oo s pravdépodobnosti 1
pro kaidé j € 3.

Dhikaz, Zicjmd plati tyto vzlahy mez nahodoym jevy:

TL

(250 <] = 1Mot <ty + ) 2 150 < 2

a7



kde jsme pro zjednodufeni zdpisu jako Z oznadili celon éist fisla n(m; + €), a déle

[Nj(n) < 2] = [r;(Z2) > n] = [# 3 %] 2 [TjE:»Z} # n('fr;:- £)
& 2

:[ﬂ : : }]'

T e - £

Z g ﬂjl[’ﬂ'j-l-j

. - A . w e 1 s y
Vime, 7e m(Z4) = 31 Tk, kde 11, T3, ..., Tz jsou podle véty 2.5 nezdavislé ndhodné
velidiny; vychdzi-li Fetézee se stavu 7, maji viechny stejné rozdéleni s koneénou stiedni

hodnoton ji; = Fri a plati pro né silny zdkon velkych disel, t.].
]

nu(Z) 1

pro £ — oo s pravdépodobnosti 1
A Tl'j

(2.40)
(viz napf. Stépan (1987), vita TV.2.2).

Vychdzi-hi Fetézee z jincho atavu nez j, maji stejné rozdélent pouze 75,...,7%, ale 1}
je s pravdépodobnosti 1 konefnd. Odtud opét dostanceme (2.40).

Plati tedy W e > 0, ¥V § > 0 3 Z) = Zyle, §) pfirozené tak, Ze

(Z) 1
p(ﬂ%—_r—;a—s ‘«:e'z:.-z.])m—é.
mj

Protoic Z - 0o = n — 00, plyne odtnd, 2e Ve > 0, ¥ 4 > 0 3 ng = nple, 4) tak, Ze

P(Nﬂn) =TI E "i“n}nu) >1-4

T

Podobnymi dvahami dosp&jeme k ziviru, Ze ¥ e >0, ¥V § > 0 3 np = nple, §) tak, Ze

N
P( i(n) —®y >—E "J-r.i,}nﬂ) =1
Tl
odkud jiz plyne tvrzeni véty.
O

UvaZujme opét nerozloZitelny fetézec s trvalfmi nenulovymi stavy (stfedni doba na-
vratu p; do stavu j je konefnd) a pfedpoklidejme, %e také rozptyly of = var;(r;(1))
jsou konedné. Potom lze dokazat néasledujici analogil centrilni limitni véty pro fetnost

navrati do stav j.



Véta 2.28. V nerozlozitelném fetézci s trvalymi nenulovymi stavy a koneénymi roz-

ptyly dob ndvratu plati

Nj(n)— 2

(2.41) lim P

=00

<z | =4d(x),
e s
nos /i

kde & je distribu¢ni funkce normovandhe normalniho rozdélens.

Vitta 2.28 tvrdi, Ze pro velkd n je ndhodnd velidina N;(n) asymptoticky normalni se
stfedni hodnoton

1
ENj(n) ~n—
i

a rozptylom
2
75
var IN;(n) ~ g
H;
Diifiaz. VEin dokdZeme podrobné jen pro piipad, Ze fetiizec vychdzi ze stavu 5. Vzhledem
k tomu, Ze Nj(n) je celoiselnd nahodnd velidina, plati

P"f'"{ﬂ-] - —:!'_-
Pl <z | = PW;(n) <),

[ 27,3
fwjr"rﬁj

: : 11 S E S e T : 3 4
kde r je nejruendi celé éislo vt neg u; T n.jl.rr,jj £}

)
r=-£+:mj — 4. 040,
fj I

PI[JV_‘.,' (ﬂ} < r’) = P{Tj{r) >n)=P (T_f(:l;ﬁrﬁj 2 nd__\jgj)
J

Dile,

a snadno ukifeme, Ze
I T
e 2 THI —t
noo  giyT
Protoze 73(r) je sonéet r nezdvislych stejné rozdélenych ndhodnych velitina n — oo <=

r —+ 00, plyne z centralni limitni véty (Stépan (1987), vita IV.3.4), Ze

L Tj{?’j-f’fﬁi Bt =5 s % sw
rllpl;jof( i = o P{—2) = dx).




Priklad 2.19. V urditém psychologickém experimentu je pokusnémm subjektu pfed-
lozen obrazck, ktery lue vonimat dvéma zplisoby (napf. na vhodnd narvsovany obraz
krychle mitzeme nahlizet bud z nadhledu nebo podhledu). Obrizek je osvetlovan zables-
kem v pevnych Sasovyeh intervalech; délka intervalu je volena tak, Ze jedinec je schopen
si pamatovat pfedehozi viem.t Tento proces vnimédni miZe tedy byt popsian Markovo-
vym Fetézeem {X,,n € Mg} se dvima stavy 0 a 1, které odpovidaji dvfma riznym
vypovidim pokusného subjekiu, a malici pravdépodebnostii pfechodu

4

l—n 143
P_( b i—b)’

kde 0 < a <1, 0<b< 1. Retézec je nerozloZitelny, oba stavy jsou trvalé nenulové a

v Fetézel existuje jeding staciondrni rozdéleni. Refenim soustavy (2.37) dostancme

] @

Tp = T = .
a+b’ a+b

Rozdéleni dob ndvratu do stavu 0, £.]. ndhodné veliciny (1) = T7 a nidhodnjch

velidin Th = m(2) — 7p(1), ..., je dino véton 2.5. PFimym vypodtem dostaneme
P(Ty = n|Xo = 0) = Py(ro(1) = n) = f§3),

fede
{n]_{l—f}:, ypi==
oo 1

ab(l — b)
(staci si uvédomit, Ze v tomto pripadé éf}') =P(Xi=1,....Xn-1 =1, X, =0l X5 =0}
a podobné ‘
P(Ty =n|Xo=1) = Pi(ne(1) = n) = £,

kde

MW op1—p"L, nxl
Vychidui-li Fetdézec ze stavu 0, jsou ndhodné velidiny Ty, Th, . .. nezavislé a stejné rozdi-
lené s rozdélenim { fé:{j}, Stiedni kodnota a rozptyl tohoto rozdéleni json

1 a+bh 2 a(2—a—0b)
<4 :u_{! N Ty N b ' = EJZ h

Vychizi-li Fetézec ze stavu 1, ma ndhodnd velitina T rozdéleni { fﬂ;]} se stfednd hod-

; s Wiy 1—h
notou 5 a rozptylem 457

Hiavrinek, T. a kol. (1981): Matematila pro biologické a lékafskd vidy, Academia, Praha
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Nahodna velicina Ny(n), kterd v nafem pfipad® udavd podet odpovédi typu 0 v prv-
nich n pokusech, tedy mid pri dostatecéné vellém podtu pokusi priblizné normalni roz-

dileni

W ( nbh  nab(2—a- b
a-b' {a 4 b)? :

Je-li @ + b= 1, tento velah se sjedrodusi na

No(n) ~ N(nb, nb(1-b)).

Podobné lze uréit pfibli#né rozdéleni podtu odpovédi typu 1.
2.8. Markoevovy tetézce s ocenénim prechodu

Uvazujme nerozlofitelny Markovayv fetézec s konefnou mnoZinou stavii, ve kierém
jsou viechny stavy trvalé nenulové (vime, Ze toto plyne z véty 2.18 ) a neperiodické.
Vedle matice pravdépodobnosti pfechodu P uvaZzujme je5té matici ocenéni prechodi
Z = {zij,1,7 € §}. Predpokladime tedy, Ze s prechodem ze stavu i do stavu j ua
jednotku ¢asu je spojen zisk (nebo ndklad) z;;. Ofekivany vynos spojeny s realizaci
jednoho pfechodu (za jedno obdobi) ze stavu 4 je tudiz ¢; = Ej 5 ZijPij-

Obeendji, necht v;(n) znadi ofekivany vinos za n obdobi (za dobu n}, kdyZ na po-
&itkn byl Fetézee ve stavu ¢, necht v{n) = {v;(n), i € 5}. Poloime v(0) = 0 a oznadéme
q = {¢;,i € S}. Nyni mizZeme dokizat toto tvrzeni:

Véta 2.29. Pro stfedni vinos za dobu n plati rekurentni vetah
(2.42) vin) =g+ Pv(n—-1), n>=1,

kde q = v(1) je stfedni v¥nos za jedno obdobi.

Diknz, Realizace (Xo =4, X1 =11,...,Xpn =iy) divi v¥nos zi, + 206, + -+ 20,03

pravdépodobnost této realizace je pipii, . - Pi, i, - StFednt vynos za n obdobi pii podi-
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teénim stavu 2 je tedy roven

vi(n) = Z ' --Z{zia, F Zigip F o Zigda Pty - o P i

1 in

=ZPT¢1 z‘i;'l.j_ Z'..Zpllliz"'lﬂin—-liﬂ-l_
il ':.'2 'i-n
+Z =Tt z{zi;i;g _l_ L zﬁ-ﬂ—].in}p'i:.'iz A ‘:pin—n-['ir;

i in

s B N pwvi(n—=1)=a+ > puyvs, (n— 1),

':i.l il i]

kde g; =3 jPijii = v;(1) je stfedni vynos za jedno obdobi, kdyz fetézec je na pocatku

ve stavu g, ¢ € S.
O

Opakovanym pouZitim rekurentnfho vzorce (2.42) dostancme

=1
(2.43) vin)=g+Puv(n—1)=qg+Plg+ Po(n—-2)) == Z Ptq.

_=“
Vzhledem k piedpokladiim, které jsme ucinili, plati

T

Pt T = . pro k —+ oo,

o

kde m je vektor staciondrniho rozdéleni, Z vlastnosti staciondrniho rozdéleni plyne, 7e
PIT = IT, TP = IT a také IT*> = II. Mame tedy

(P-O¥=P—-NP-PO+O*=P'-11
a indukei pro k = 1 dostaneme podobné
(P—m* = P11
I;-.;Iat.i-::n P — IT je étvercova a plati

(P—IT)f = P* — T — 0 pro k — o0,

G2



tedy podle vity B.2 Dodatku B existuje matice (I — (P — IT))~! a plati

B D N
K=0} E—1 g
Je tudiz - - T
S Pt =1+ (P - M) = (- (P-H) - 1T
k=0 k=1

konvergentni maticovd Fada a vztah (2.43) miZeme dile upravit na tvar

Fi=1 rn—1
v(n) = z Prg= Z(P’“ — g+ nllyg
k=i k=0
fs’s] o]
e ==2£:LPE——IIﬁ3—-E:lfﬁﬁ—IT}qi—?IIq

E=0 . k=n '

i »
=(I-(P-H)'q—Hg-Y (P*—M)q+nllq
k=n

(2.44)

— (I —(P - H))™'q - g~ (I - (P - 0))™\(P - II)"q + nifq.

Pro dostateéné velké n lze zanedbat sbytek konvergentni fady v (2.44), takde priblizné

lze psat
v(n) = (n— 1) g+ (I - (P - H)) 'g.

Priklad 2.20. Vyrobee limonad pravidelné sleduje prodejnost nového vyrobku na do-

micim trhu. Vyrobek hodnoti v kazdém sledovaném obdobi jakou dsp@ny (stav 0)

a nedspéiny (stav 1), pficem? lze pfedpoklidat, Ze Gspéinost ¢ nedspéinost prodeje

v daném obdobi je ovliviéna jen tim, jak se vyrobek prodival v pfedchozim obdobi a

dynamika prodeje je popsina Markovovym Fetézcem. Predpoklidejme, e matice prav-

dépodobnosti prechodu je
0,8 0,2
; P= (n, 3 G,T)

a odpovidajici matice ocenéni

{10 5
Z‘(m —20)‘



Snadno spocteme, ie
0,6 0,4 [ 1,4 -0,
= ({1,6 3,4)’ I (P-H))™ = (—GTG 1,6 )
a pro vektor g se slofkami ¢ = E_{ Pijzij mame g = (9, ~11)7. Ofekivany vinos
z prodeje za 1 obdobi tedy je pro velké n

v(n) = (n 4 16,n — 24)7,

Dosud jsme predpokladali, #e vimosy (naklady) spojené s realizaci fetézee v daliim
obdobi se kalkuluji na konci predchazejiciho obdobi, t.j. v €ase 0 na prvni obdobi, v
fase 1 na druhé¢ obdobi atd. Predpokladejme nyni, Ze kapitil je droden a uvaZujme tyto
vimosy (naklady) prepodélené k poéateénimu okamziku: jestlize se uskutedni prechod ze
stavu ¢ v ¢ase k do stavu j v ¢ase k+ 1 a toto ocenéni ma v ¢ase k hodnotu z;, potom
ocenéni tohoto prechodu prepoditané k politeénimu okamiiku je ﬁkzij, kde 0 < f <1
je oduroéitel {diskontni faktor). Stfedni vinos za n obdobi diskontovany k po€itetnimu
okam#iku je (v piipads, Ze Fetbzec jo na pofitku ve stavu )

Gy = Y N N (G B BT e R Bk
1 w2 .

= N bR B D) i B F R Bl B e Dl
i iz in
= Da s, A8 pava(n—1)=a+B) puv,(n-1),
iy i iy
maticové

(2.45) vin) =g+ fPvin—-1), n=1l

Véta 2,30, Pro diskontovany stiedni vynos plati
lim v(n) = (I - 8P) 'q.

FI—+ D0

Dhikaz. Z rekurentniho vztahu (2.45) dostaneme
. n—1
vin) =g+ fPvin—1)=q+P(g+Pvn-2))=--.= E g5 Prq.
=0}

Protofe 0 < # < 1 a P* — IT, konverguje matice 5%P* k mulové matici. Podle vét B.3
a B.2 tedy

n—1 fe'a]
* SRESL | bk ak ok, =1
lim v{n}—nfﬂrcgo;ﬂﬁPq_z;iPq_(f—,@P} q.

T —+ o
k=0



2.9. Cvideni a dopliiky

Cviceni 2.1. Nechl {X,,,n € Ny} je homogenni Markoviv Fetézec s mnoZinou stavil
S C Mp. Dokaite, %e

P(Xm.—h"h' — JIf:.m"\f'l*’v’i’:l‘i"s-1'—.|"'¢IT—1 = kﬁ"—]# e :X'F'-I'l+l = kllX = ?') =

=P Xy =kn, X1 =ky_1, .-, Xy = 5| Xo = 1),

pro kazdé 1, k1, ..., ky € 5 a kaidé m, NV pfirozené.

Cvifeni 2.2. Model miseni dvou nestlacitelnyjch hapalin.(D. Bernoulli, 1769). Uva-
sujme dvé urny A, B, které obsahuji celkem 2! kouli, z toho { bilych a I €ernjch. V
kaZdém ¢Gasovém okamiku n = 0,1,... probiha proces miseni takto: v kaZdé¢ z uren
nahodné zvolime jednu kouli a premistime ji do druhé urny. Pocet kouli v kaZdé urné
zustava konstantni a jo roven [ Stav systému v €ase n,n € My je popsdn nihodnou
veli¢inou X, kterd nabyva hodnoty ¢ tehdy a jen tehdy, kdyZ v éase n jo v urné A
pravé 7 bilych kouli, 0 < ¢ < [

DokaZte, ¥e posloupnost {X,,n € My} tvofi Markoviiv Fet@zec se stavy 0,1,...,0 a
najdéte pravidépodobnosti pfechodu.

Cviceni 2.3. Model vymény tepla (1. a P. Ehrenfestovi, 1907). Teploty dvou izolova-
nych téles jsou reprezentovany poctem kouli ve dvou urndch A, B. Celkem je v obon
urnach umisténo 21 kouli, které jsou ofislovany 1, 2. .., 2[. K viméné tepla dochazi podle
tohoto schématu: v kaidém kroku se ndhodné vytihne jedno Eislo mezi 1. .. ., 2] a koule,
jejiz cislo bylo vytafeno, se pFemisti do drubé urny. Stav systému v ¢ase n,n € Ny je
popsan ndhodnou veliéinon X, kterd nabyva hodnoty ¢ tehdy a jen tehdy, kdyZ urna
A obsahuje prave ¢ kouli, 0 < 7 < 2L

Daokaite, Ze poslonpnost {X,,,n € Ny} tvofi Markoviiv Fetézec se stavy 0,1,...,1 a

najdéte pravdépodobnosti pfechodu.

Cviceni 2.4. Je din Galtoniv-Watsowiv proces vétveni popsany v pfikladech 1.3 a
2.4. Necht pofet jedinc Xy prvoi generace ma rozdéleni {p;. j = 0} s vytvoiujicf funkei
Py, stfedni hodnoton g a rozptylem rr"f.

DiokaZte, Ze pro podet jedined X, n—té generace plati

EX, = Hn = 15?:

2 -
x 5 noy =1
VAT “:Un —_— o l n__
2, n—1p7—1 i
oy T M #F L
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Navod: Dokazte, 7e vytvolujiei funkce I, nahodné veliciny X, spliiuje rekurentni
vzhah

B.is) =DFu_a(Pi(s)) = Pi(Fa-1ls)), n=2

a nzijte vt Al a AT 2 Dodathu A.

Cvidéeni 2.5. Necht { X, n € Ny} je pocet jedinet n-i¢ generace v Galtonove - Wat-
sonovis procesi vitveni z piikladi 1.3 a 2.4 . Necht P(Xp = 1) = 1 a Xy md rozdéleni
Pl =0) =P(X; =1) =P, =2)= é aproj = 3je P(X; = j) = 0. Spoctéte

pravdipodobnosti piechodu py; v Felézel {X,, }-

Cviteni 2.6. Nechl {X,..n € My} je homogenni Markovilv fetézec 8 mnoZinou stavil
S =1{0,1,...} a matici pravdépodoebnost] pfechodn PP = {p;;, 1,5 € S}.

DiokaZte, Ze pro rozdélent jf;?' ) doby prvniho navratu do stava 7 plati rekurentni vetah

() _ ) Pii H=1
T =1} 1

Nived. Pro n = 1 je vztah zfejmy, pro n > | plati

.jj{ﬂ] S P R S R
- Z Pixi=kXe £ 5, ..0i Xaz #5: X0 =]
ki
=2 PXe A G Xy # . X = J1X0 = RIX) = 1]
ki

Odtud s vyu#Zitim markovskd vlastnosti a eviceni 2.1 jiz plyne vysledek.

Cviéeni 2.7. Uwvainjme posloupnost bernoutliovskych pokusi s vysledky zdar - nezdar,
pravdépodobnost zdaru budiz p, 0 < p < 1, pravdépodobnost nezdaru ¢ = 1 — p.
Definnjme ndlodnd velidingy X,,, n = 1 thnto pfedpisem:

X, =10, kdyz n—ty pokus skondil nezdarem, X,, = k, kdy? (n — k)—ty pokus skondil
nezdarem a pokusy (n — &+ 1)—ni a2 n—ty zdarem (1 < & < n— 1) a X, = n, jestlize
pokusy prvni az n—ty skondéily edarem.

Dakazte, Fo {X,,,n = 1} je Markoviiv fetfzee ge stavy 0, 1... 8 maticl pravdépodob-
nosti prechodu

Stejnon pravdépodobnostai tvahon odvodte matice P2, P2,

LLH]



Cvideni 2.8, Je dan Markovity fetézec s maticl pravdépodobnosti pfechodn

P =

=l = D
[ R L
e e e ]

S nomoci Perronova veorce (Dodatek B, vila B.6) spodtéte maticlt P* pravdépodob-
I 3 }

nosti prechodu n—1iého Fadu.

Cvideni 2.9. Uvazujte Markoviv felézee se stavy 0 a1, 8 poéateénim rozdélenim

p=(1, lji a matici pravdépodobnosti prechodu

l—a )
pa1F B
kdeO0<a<1, 0<b<l.

Dokazte (s pouzitim Perronova vzorce, vita B.G), foe

O N I 0 OO PR e T
P _a—l-b{(f? r.r,)—r{l a—b) (—h h )i|

Spoctéte absolutni pravdépodobnosti p(n) a dile limity

lim p(n), Hm pEF}, ,3=0,1.

TE—* O T —+ 02

Cvic¢eni 2.10. Méjme posloupnost nezdvislych ndhodnych veliéin {¥,,n > 1} s alterna-
tivitim rozdélenim, Sledujme posloupnost nahodnych velicin { X, n = 1} definovanych
plredpiszem

Ty dedyd ¥, =¥ ¥ =1

2, kdy: Y.=1.%¥.1.=0

3, kdyz V,=0,¥np1=1"

4 kd}"i Et s U, Yﬂ+1 ={}

Owérte, Ze {X,} je Markovoviiv fetézec a spoctéte pravdépodobnosti pfechodu po n
krocich.

Cvideni 2.11. Klasifikujte stavy Markovova Fetézee 8 matiei pravdépodobnosti pie-
chodu

2 00 3

00§ 3
= @ 2

0 5 3 0

D 2 & @

6v



Cviceni 2.12. Klasifikujte stavy Markovova fetézce s matici pravdépodobnosti pfe-
chodu

e e
Sl
[ e R [
OO e

Cwviceni 2.13. Klasifikujte stavy Markovova fetézce s maticl pravdépodobnosti pfe-
chodu

\
M3
Il
S e O
b - U A B
@l D Wi o
e = L, R BT 5

Cvideni 2.14. UvaZujme Markoviiv fetézee 8 matiel pravdépodobnosti pfechodu

g

I
Sl S
S -l S
D Ll O

o e Ll 2

Najdete fundamentilni matici tohoto Fetézce a pravdépodobnost, Ze fetézec, ktery vy-
chazi ze stavu 2, drive ncbo pozdéji skonéi ve stavu 4.

Cviceni 2.15. Klasibkujte stavy Markovova Tetézce s matici pravdépodobnosti pre-

chodu
1 1 1
i 0 0
P=1lo 1 o
i

.| L
w gl
1

Naleznéte stacionarni rozdéleni tohoto Fetézer, pokud cxistuje.

Crviceni 2.16. Klasifikujte stavy Markovova Fetézce 5 maticl pravdépodobnostl pie-
chodu
g po 0 0
p_| ® 0 pr 0
gz 0 0 po

Naleznéte stacionirni rozdéleni tohoto Ifotézee, pokud existuje.
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Cwviceni 2.17. Klasifikujte stavy Markovova fetézee s maltici pravdépodobnosti pie-

chodn
oo Py P2
1 4] 0
B 1 ] 0 ...

Nalesnéte staciondrnd roxdélent tohoto fetézee, pokud existnje.

Cviéeni 2.18. Klasifikujte stavy Markovova Fetézee s maticl pravdépodobnosti pie-

chodu
FEV I 5 T £
- 1 { 0 ...
P= () 1 5 R

Nalesnéle staciondrni roxdéleni tohoto Fetézee, pokud existuje.

Cwiceni 2.19. Najdéle staciondrni roxdéleni v fetézel popsaném v piikladsé 2.7. Porov-

nejte vysledek s limitnim rozdélenim.

Cvicdeni 2.20. Matice P = {p;;,4,] € S} s newdpornymi prvky se nasyvi deojné

stochastickda, jestlife

Zj},‘j =1Y%e€hs, Zj‘?;j =1%j& S
JES iES
Dokagte tuto vétu: Necht je din nerozlodilelng Markowiv Telézec s mabici pravdd-
podobnosii prechodu, kterd je dvojné stochastichd. Je-li fetézec konedny, je staciondrni
rozdéleni rovnomérné, 1. m; = ﬁJ < 3= M, kde M je podef slawm. Je-li felézec

nekonecny, slactondrid rozdéleni neexistuje. (Dupat, Dupacovd, 1 (1975).)

Cviceni 2.21. Vektor 57 = {n; = 0,7 € 5} takovy, e v Fetdzci s matici pravdipodob-

nosti prechodn P a mnoZinon stavii S plali

se naxyvi invarianint mia na S vzhledem k P.

Necht {X,,n € By} je ner :zlontv}n}; fetézece, jehoz viechny stavy jsou trvald, Nechi

i € 8 je pevné; potom vekior n* = {-r,rj., j £ .5}, kde
Ti{1) =1
=L ) N FEX G =g Jime ZI (Xp=g.%(l) >nk
n_[} =i}

£t



je invariantni mira na § vahledem k P aplati 0 < ) < oo ¥j € § a g = 1. Tato
invariantni mira je jedind a# na mulliplikativol koustantu. (Je ziejmé, fe n; udava

primérny pocel vstupl do stavu § mezi dvéma vstupy do stava 4.)
Ukazte, #e
i
Y " nh=Een(l),
JES
; . wy o = LT R B o T i
tedy staciondrni rozdéleni v uvazovandém Fetézel existuje pravé tehdy, ledyz EJ‘E s <

20,
Névod. Je Py(ri(1) < 00) = 1 (i je brvaly) a protoze Xo =4, Xpy =i jeni =L a

=S P(Xu=gm)2n) =Y PX. =4 Xa1=kn(l) 2n)
n-=1

n=1k#i

= ZZP{X” jJKPu 1_#" {I:I }ﬂ} P:'{‘Tfﬂ—lzk:ﬁ{l) Eﬂ'}‘
=1 ki

Déle plati pro k £ ¢
i-xn—l = '{5-. T‘iti} = ”’] = [Xl # EL'1 i -ﬁ-"(ﬂ—‘l ?{ ‘i1 X‘n—l = '!‘"-Jlﬁ

takZe s vyuZitim markovské vlastnosti

L) L3
15 = ZZ!'}&H%(X”-L =k, w(l) > n)= z Z??kjﬂ;{xuq =k, (1) = n)

=1 k¥ m=1kEY
--Lm_?LI (Xpop=hinlli>n) = LE’MLP Xoz=kn()=n+1)
LzH = kes =0
Tl L¥=1
=2 m B ), 1K =h)= ) pugn;
kLS m={ Les

odtud je vidét, Ze ' je invariantni mira vzhledem k P a také vzhledem X P™ pro
libovolng prirozcné m.
Protoze Tetézec je nerozlofitelny, existuji M, N pfirozend takovd, Ze p_E;"” > D
g'}__E.:?I} = 0}, takie
Z I}EM} : {M]ﬂf =0
kES
a podobnd

y‘ o0 SR,
ke

odkud plyne, e 0 < n;- < oo, Lhytek tvrzeni plyne 2 véty A.2 Dodatku A a vély 2.25.

T



3. MARKOVOVY RETEZCE SE SPOJITYM CASEM

3.1. Zakladni viasinosti
Nyni se budeme zabyval Markovovymi Fetéeci se spojitym €asem.

Definice. Systém celotiselnych nihodnych velicin {X;, ¢ > 0} definovanych na prav-
dépodobnostuln prostoru (£2, A, F) se naryvi Markowmiv fetdzec se spojilym casem a

spoCetnou mnozinon stavi 5, jestliie
(3.1) P =gl e =1, X, S tnyen Xy = 1) = PIX; =1 X, = i)

pro viechna &, f,iy,...,0 € 5 & pro viechna 0 < &y < lo < -+ < b, < 5 < ¢, pro kterd
P e T, P N (B

Bex njmy na obecnosti budeme pledpoldadat, 70 § = {0.1.... ).
I LREN i

Vetah (3.1) vyjadiuje opét markovskon vlastnost.

Oznatme P{X; = §|X, = 4] jako py;(s,t); tyto podmingné pravdipodobnosti budeme
nazyvab pravdipodobnosti prechodu ze stavu @ v €ase s do stavu § v Gase L. Podobné
pravdépodobnosti p;(t) = P(X, = j),7 € § budeme nazyvat absolutni pravdépodob-
nostt n case t a pravdépodobnosti p; = p;(0) = P(Xy = j),7 € S budou poédtedni
pruvdépodnbnosti. Ztejme p;(t) > 0 pro viechna 5 € § a ZjESPj[:t} =1,t20.

Dile se budeme zabyvat jen homogennimi Fel@zcl se spojitym Easem, 1. J. takovymi,

pro Jejichi pravdépodobnost] pFechodn plati
pijls, s+ ) =p(t), s= 0,00

Pro kazdé 1. j € S tedy budeme uvafoval cely systém pravdépodobnosti Ipei(t), t >
0} takovych, Ze 3 es Pij (t} = 1, neboli cely systém matic pravdépodobnosti pfechodu
{£(t), 1 > 0.} Je obvyklé definovat p;;(0) = 845, B j. P(0) = I. Pokud nedojde k nedo-

rozumen, budeme v dalsim textu piiviastek "homogenni * vynechdvat.
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Podobné jako ve vété 2.1 lze ukdzat, Ze viechua konetnérozmérna rozdéleni homogen-
uiho Markovova fetézee {X;, t = 0} json urfena veliboremn pofitecnich pravdépodob-
nosti p(0) = {p;(0),i € S} a systémem malic pravdépodobnosti prechodu {P‘{ )it = 0}

pro libovolné éasovd okamiiky 0 < &y <fp < -+ < fy a ithovolna iy, 11, ..., € 5 plati

i) -

+

i . £ f
P(Xy =i, Xy, = trys o3 Xew = dn) = Pio (OPigis (Edpinip (b = 1) - - Pigyin (i — B )y

"'TLJ' " - ___"1} o~ z = l:‘-:. . “ e}

odtud specidlngd dostavame ~ Ll s R

(3.3) pi(t) = =iy=D nillps(d. F€8
s

maticove

p(t)" = p(0)" P(2).

Zeela analogicky jako pro Markovovy fetzee s diskrétnim Casem lze dokazat, Zo pro
kaidé s 2 0, =0

(3.4) pijls+1) =Y puls)pei(t) 4,5 €85,
kel

matlcove

P(s+1) = P(s)P(0),

co¥ je opél Chapmanove-Kelmogorevova rovnost.

Naopak lse také ukizat, Ze ke kaZdému pravdépodobnostnimu vekloru p = {p; =
0, 3 cg = 1} o kaidémm sysicmu stochastickych matic {P(#),1 = 0}, které splimji
Chapinan-Kolmogorovovn rovnosl, existuje homogenni Markoviiv fetézec se spojitym

éasem, jehod poddtedéni pravdépodobunosti jsou diny vektorem p a system matic prav-
dépodobnosti prechodu je prave {P({t), ¢ = 0} (napf. Chung (1967}, str. 141-142).

V nagich dalgich dvahiach budeme vidy predpoklidat, Ze

cos spolu s piedpokladem pi;(0) = & znamend, 7o pravdépodobnosti piechodu pi; (i)

jsou snojité zprava v bodd 0. MiZeme viak dokasal vice:



Veta 3.1, Plati-li (3.5), jsou pravdépodobnosii pfechodu pi; (1) stejuomérné spojite pro
t =0,

Ditkaz Podle Chapman-Kolmogorovovy ravnosti (3.4) pro ka#dé b = 0

Pigtl + ) — pijit Lpak{h)fk;{f-] le( W1 = pulh)),

ki
dale
S palBpei(t) £ > palh) =1 =~ pulh),
Py Kt
teloie
(3.6) a8+ ) = pas (] £ 41 = pialh)l + [P ({1 = palh))] = 201 = pi(B).

Z (3.5) a (3.6) plyne, %e |pi; (L + b)) — pi; () konvergnje k nule pii b — 04 nesdvisle na

L. Podobné postupujemne pro [pg(t) — pg (L — )L
| |
{

Véta 3.2. Jestlize { Xt = 0} je hotmogenni Fetdzee se spojitym Casemn a plati (3.5), je
taked stochasticky spojily.

Dhikzez. Staci ukdzat, 2o pro kaidé t =0

e P{Xgn=24) =1, ]m: P(XL e e

=iy fa—1d

Aiejmé

P(Xpn= X)) =Y P(Xp =4, Xisn =3) =D pi(Bpi;(h),

JEN JES
a protoze [pi(epg; (0] < pi(t) a 37, cqpi(t) = 1, dostaneme
Jm P(Xew = Xi) = > _pilt), lm pj;(h) = 1.
=g
Zbytek dikazu je analogicky.
O

Protoze fetdzee { X} je stochasticky spojity proces, existuje podle véty 1.2 jeho
vorze, kierd je scparabilol a meétitelnd. V odalSim vykladu budeme vidy uvazovat jen
Luto separabilni a méfitelnou verzl, pro klerou podriime znadeni {X,}. Dale budere
uvazoval jen takové Markovovy Felézee se spojitym ¢asem, Jejichi trajektorie jsou spojité
S

Nyni se budeme zabyvat diferencovatelnosti pravdépodobnosti pfechodu.

T



Véta 3.3. Pro kaideé i € 5 existuje limita
(37) fim e g < oo,

prokaidé i, j € 5, 1% § existnji ity

piil
(3.8) i f_&.JFE_} e,

a pro kafdé 1 € 8 plati

l fij = G-

i
Ditkaz. Ditkas tvrzeni (3.7). (3.8) lze nalézt v Chung (1967), véta I1.2.4 a véta 11.2.5,
neho Karlin a Taylor (1981}, kap. 14, vity 1.1, 1.2. Vyu#ijeme-li viastnosti stochasticlé

matice, mame pro kagde A2 0an e M

N
1 —pilh) N z pij(h) 55 pi(fe)
f

S ah S

JES il

i i

Odtud dostancme posledni tvezeni limitniv prechodem pro b — 00 a N — oo, kdyz
poigijeme vysledkd (3.7) a (3.8).

]

Dale budeme uvazoval jen iakové fel@zee, pro kterd

{3.9) gy = Zg.rt-j pro vicchna ¢ € 5.
i

Poznamka. Je-li mnoZina stavit § konetnd, vztah (3.9) vzdy plati, nebof e

0=1-> pi(h), h=0,

JES
odtud limiinim prechodem
0= lim ]-;Ejpu{ﬂ = lim L pall) :‘i:jﬁ niyh) = — Xff
f=-30 I fo-sibe I £ B

Fi

protoze v konedéndém pripadé lze zaménit Hmitn a sumaci.

T



Definice. Neziporna cisla g;; definovana ve véié 3.3 se nazyvaji intenzity prechodu ze
stavu 2 do stavu §, nezaporng ¢islo ¢; se nazyva cellovd inlenzita, Malice Q = {r,rij Vi ] E

St kde g = —qi, se nazyvh matice inlenzi prechoda.

Priklad 3.1. Poissoniv proces. Pripomenme proces popsany v prikladu 1.4, UvaZujme
ndalosti tého? typu, které nastivaji nahodnd v ¢ase. Predpoklidejme, ze podty udalosti
v disjunktnich éasovych intervalech json nezavislé nahodné velidiny a zivisi jen na délee
Léchto intervallly pravdépodobnost, Ze udilost nastane v intervalu (I, L + k] nechl je pro
vicchna £ rovna Ab + olh) pro néjaké A = (), pravdépodobnost, Ze v (£, 1 5 ] nastane
vice ne¥ jedna udalost, nechit je o(h); symbol o{h) zde znadi, Ze o(h)/h —+ 0 pii h — 0.
Necht Xg = 0 a pro £ > 0 necht X, zna¢i potet uddlosti, které nastanou v intervalu
(0,1]. Potom {X;,t = 0} je proces celotiseluyeh nahodngch veliding kierému budeme
Fikat Poissondo proces s tnbenziton A Z predpokladi, které jsme ufinili, plyne, Ze pro
libovolné casové okamiiky &y < by < I3 < by Json podty uddlosti X, — X, a X, — Xy
v intervalech (f,42] a (3, 1] nezdvislé nahodné veliding. Rikime, 7o proces {X,} je
proces s nezdvislimi priristhy. Odbud té2 plyne, %e md markovskou vlastnost. Plati pro

vEcchna £ =0

P(Xeon = j1X, = 4) = pi;(R) = M+ o(k) =gl
=1=-Ar+olh) j=i,
= olh) F>i+4 1,
) J<

Jo videt, fe pravdépodobnosti pfechodu zaviseji pouse na délee intervalu f; jde o homo-
peuni Fetézec se spojilym Casem. Intenzily pfechodu jsou gy = Agi = =g = A gi; =

[} jinalk; matice @ tody o

A A 0 0
g=[ 0 =2 x 0

Pozdeji ukizemne, Ze absolutni pravdépodobnosti se ridi Poissonovym rozdélenim.

Priklad 3.2. Linedrni proces mnofeni o zinikuw. Uvafujme populaci, jeji? jedinei se
mohon mneZit a zanikat. Pravdépodobnoest, Ze 2 jedince vanikne béhem intervalu (£, ¢4

h] novy jedinee, je Al + olh), vice jedinedt vznikne s pravdépodobnosti o(h). Kagdy



jedinee s pravdépodobnoesti ph -1 ofh) béthem intervalu (1, 4+ A] zanikne. Osudy jedine
jrou nezdvislé, Je-li rozsah populace v Case [ roven j, potom lze ukdzat, Ze béhem
inLervalu (£, t-+h] se o jednotku 2vBtsl s pravdépodobnosti jAl+o(h), o jednotku zmens
a pravdépodobnosti jph+olh), vice ne? k jedné zminé dojde s pravdépodobnosti o{h) a
k #ddndé zménd s pravdépodobnosti 1 - 7AL — jph+ o). Je-li Xy rozsah populace v Ease
t, potomn { X1 = 0} je homogennf Markoviiv Fetfizee se spodetnon mnoZinon stavil a

spojitym Casem a s inlenzitami

Hii+1 =.?A J=01...,
Gig—1 =38 J1=1L...

gi; =0 pro ostatni s # §,

ai = (A +p),
matice @ je tody
0 (i 0 0 0
o —(A+p) A 0 0 ;
{1 -

Q=10 24t —2(A+ ) 2X

I tomuito procesy 8o jeftd pordt vratime,
I i I 1

Nyni ukdZeme vyznam intenzit prechodi.

Véta 3.4. ro homogenni Markoviv fetézee { Xi £ = 0} se spodetnon mnoZinou stavi
plati pro viechna s = 0 a pro viechna b = 0
&

(3.10) PlX =i s St< 54 R X, =)= b

(kde e~ %8 = 0, je-li q; = o).

Diikaz. Protoze { X} je stochasticky spoijity a separabiloi, plati (Doob (1953))
(3.11) FXi=6sst<s+h)= v:ii—{%o PlXiym = 1 Xim S8 Ko =)

pro kazdou posloupnost Iy, = {to, < -+ < byt délend intervalu {s, s + k], jejichi

norma konverguje k nule pii n =2 oc.



Necht D, = {pn @ i = 5+ ‘}jf E St e B SRR T vIEREREDL

podiminénych pravdépodobnosti, » (3.11) a (3.2) mame

P(X;=is<t<s+h)

P(X;=i,5<t<s+hX,=1=

P(X, =1)
N T
= a5 P(X, = 1) = P\ 2

Je-li g; < oo, mlzeme vzhledem k (3.7) psdl

i N1 i e aof B LI
ate [PE\GR ]| Taine [T B )| T

Je-li g; = oo, potom plyne z (3.7), #e pro libovolné A > 0 je pi(d) <1 - Ad < g8

je-li & dostatecné mald; odtud plyne, ze

i; N i 2 - =k
?':H:EEG ?’.-i'“ .?._ﬂ. e .

Protode 4 mafe byt libovolng velké, je tato limita rovna nule.
]

Véta 3.5. Je-li q; = 0, potom p; (1) = 1 pro viechna t = 0. Je-1i 0 < gy < 00, mé doba,
1

@i

po kterou Fetézee setrva ve stavu i, exponencidlni rozdélent se sifedni hodnoton

Ditkaz. Ziejme plati
j‘fﬂ'_{tj = P{.{Yt — 'I.|.Yu = 'E-J -‘:’ P{Xﬂ = EJ(} i: & ’:_:- ”XU = i-} = E_g{t
pro kazdé ¢ > 0. Tedy pro ¢; =0 je py(#) = 1 pro viechna £ = 0.
Necht nyni 0 < ¢; < oo a piedpokladejme, Ze feléuce, kicry v case 0 byl ve stavu i,
vystoupi z i v dase 7, = inf{f > 0: X; # i}. Potom pro dobu setrvini T = plati
Bl s )= Pi=i 028 1 < glip=a)=e™

tudiz 7% ma exponencidlni rozdéleni s parametrem ¢; a hustoton

{ e TT, =0
0 jinde;

o) =

|jl_|.
Podobné lze ukizat, e fetézee, ktery valoupt do stavu @ v néjakém ase L > 0, setrvd,

stiedni doba setrviani ve stavu ¢ je tedy
v i po dobu T}, klerd mé exponencialng rozdélent se stfedni hodnoton ;:‘7 (rowdéleni doby
B

setrvini ve sbavit 4 nezdvisi na olamziku, ve kterém Fetézec vstoupi do 4.)
[

i



Definice. Slav 1 € S takovy, #c q; = 0, s¢ nazyva absorpénd, Stav ¢ € § takovy, Ze

g; = 0, se nazyvi stabilni, jestlife g; < oo, a neslabilnd, jestlize ¢; = oo,

Jo-li ¢ absorptni stav, znamend to, #e Fetdézee, ktery pejde do stavu ¢, uZ v tomfbo
stavil setrvi: stfedni doba setrvdnl v tomio stavu je nekoneéné dlouhd. Sifedni doba
setrvani v nestabilnim stavu je nalova (je ¢ = o). V daliich dvahdch se budeme zabfvat
jen fetezel, jejich? viechny stavy jsou stabilni.

Zalim jsme si ulcizali, fe intenzity vystupu ¢ maji vyznam pfevricenyeh sifednich

dob setrvani ve stavech 1 € 5. UkaZme st jedté vyznam intenzit pfechodu g;;.

Vita 3.6. Necht 0 < q; < oo, Potom pravdépodobnost, Ze Fetézee z poditednilio stava

i picjde nejdiive do stavu j, je rovna ‘-f;-_’- pro vicchna 3 # 4.

Vehledem k homogenite fetizee jo gi /@ t€2 pravdépodobnost, ze felézec, ktery se

nachisi ve stavu 4 v ndjakémn fase L > (0, pfejde v intervalu (£, oo} nejdiive do stavu j.

Dithaz, Ounalome

A={w: Xiw)=§0st<T, X;(w)=4 720},

(]

A, = U{.ﬂ : Xp(w) =60 < < k277, Xgpne—{w) = 7}
fe=1)

Zieime A, — A Potom vzhledem ke spojitosti a separabilité procesu a podle (3.10)
o ]
AR 1 ] ¥ N i 7] S —r ) et
PlAIXg=3)= ”'1_1_{5)1‘3 PAg [Ny ,}fﬂ,icxl}{ hgi2 " iple™)
k=0

= Hm pi.';{z _“j[l —{3.‘{1){—{]152_"'}]"1 — ffﬂ‘

Th =00 qj-

L

Definice. Nechf { Xy, ¢ > 0} je nahodny proces se spocetnon mnoZinou stavi S defino-
vany na (2, A, I?), ktery ma zprava spojité trajektorie. Nechf Fy je o-algebra genero-
vani rodinou nahodnych velitin {X,, s < 4}, L.1. F = o{ X, s < t}. Nahodnd velifina
T 1 82— [0, 0¢] s nazyvi markovshy éas procesu { X, t = 0}, jesthize plati [v < tl e F

pro kazdé £ = 0L

S pojmem markovskébo ¢asu jsme se setkall jiE u Markovovych Fetdeen s diskrét-
nim fasem. Jo to nahodna velicina, kterd nezivisi na budoucich hodnotich nahod-

neho procesi. Pikladem markovského @asu je konslantni das 7 = wy = (L Také &as

T8



prvuilo vistupun ze stavu j Markovova Feldzce se spojitym Casem definovany jako

m; = inf{t = 0, Xy # 7} jo markovsky fas. V tomto pfipadé vzhledem k separabilité

méme () znadl spodetnou hustou mnoZinu v [0, oc))

[atll=2X.=40=5s<i= [ Ko=jleF,
SEQH[{JLL]

tedy i [r; < il € F.

Necht

Fao=o || JFA | =c{Xt 20}
>0

Zrejmé Fy © Fo, C A

Véta 3.7. Necht'r je markovsky ¢as procesu { Xt > 0}. Potom X, je F,—méfitelnd

nahodna velicina, kde

Fr={A€Fu:AN[r<ile F.t >0}

Ditkaz. Stadl ukizal, Ze pro kakdé i € § a kazdé t > 0 je
X, =inlr<tle A

Zrejme plati (X, =i|Nnjr <] = ([X; =40 [r =) U (X, =4 N[r < t]). Protode {X,;}

nabyva jen nezapornych celofiselnych hodnot a méd zprava spojité trajektorie, je tedy

e=dnr el =X =il F=1
oo 22T

Ul N U Eeem=dnt-12" cr <k | € 7,

n=Um=n k=1

kde z[z] snadi celou dast Eisla .

Predpokladejme, Ze na podiatku je Felézee v néjakém stavu 4; je-li ¢ = 0, setrva
v ném po nahodnou dobu 75 a potom piejde do stavu 7 8 pravdépodobnosti %i Je-li
i

q; = 0, setrvi Fetezee ve stava § po adhodnou dobu T35 je-li ¢; = 0, Fetézec navidy
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selrva v tomto stava (T = oc) atd. Necht Jy = 0 a Jy, Jar 00 Jsou po sobé nisledujic
Casove okamziky, ve kteryeh dochazi k plechodim mez stavy retésee, 1.

J] — Htf‘{f =0 J‘{t -:»‘1!- .}!.fu}._

Ji = inf{ff =y Xt I.-Tr )'.I:Jl}-,

1};1_]_1 — iﬁf{t } Jﬂ_ v .XI_ T—..é X‘fﬂ}: i E E.}

Doby mezi jednotlivimi pfechody jsou 5p = Jy, 5 = o — & (jo-li Jy < oo, jinak

Sa = o) atd.; gfejmé je

T
Fo= ES;,., n= L

Ornadine josoé

ol
&= gipd, = ZSE"
k=1

Definice. Homogenni fetézec se stabilnfmi stavy se nazyva reguldrni, jesthize
Be=uoa)=1% t€ 8"
Nahodna velifina £ se nazyva das exploze.
Je-l proces reguldrni, znamend to, fe na kazdém konecnéim intervalu (0,8) dejde
s pravidépodobnosti jedna jen ke konedné mnoha prechodiim mezi stavy Fetézee; jesthize
na konecném intervalu dojde k nekonedné mnoha prechodiim, proces exploduje. Pozna-

imenejme, #¢ s¢ budeme zabyvat chovanim procesu jen do €asu exploze; jestlize £ < oo,

definujeme X; = oo pro L = £.

Definnjiee nyni matici Q% = {gf;, 4,7 € S} pfedpisem

iy
it g; = U
3.12 e o ]
(3.12) Iy {ﬂ - #
*_{{‘1 gy =0
4z = i di=

Tvainjme opét posloupnost éasovich okamiikna Jy, Js, ..., v nichz dochizi k piecho-
diim mexi stavy Fetdzce { X, 1 = 0}, a definujme posloupnost
Yo = Xy,

(3.13) Y =X,

nt



(jeli J, = oo, definijeme Yo, = ¥7,_,.)

Vzhlederi k tomu, Ze J, jsou markovské dasy. jsou YV, ndhodné velidiny, jak plyne
2 vily 3.7. Dale Ize ukdzal, 7o {Y,,n € Ny} je homogenni Markoviv fetézec s diskréinim
Eatim:lﬂ s mnoFivou stavi {§ = 0,1,.. . } a pravdiépodobnostmi pfechodu f;;‘j definovanymi
vige (Gichman a Skorochod, (1973, ILA{l)). Retézec {¥,,n € Ny} sc nasyvd vnofeny
dislctnd feiézec procesu { X, 0 = 0}, Mezi ob&ma Fetézcl plati napf. vatahy

Jr{Xf —'& L-P[}u—'f" n_'f'{Jn'l-l}

PP(X; = i pro n&jaké t = 0) = P(Y, = i pro néjaké n > @),

Piiklad 3.3. Erplozivni proces ristu, UvaZujme fetézec se spojibyvin dasem a mnozinon
s bt

stavil § = {1,2,..., }, ktery je ddn intenzitami piechodu
g =~ = 2% @i =20, gy =0 jinak.

Predpokladejme, Ze na poditku je Tetézee ve stava 1. V tomto stavu setrva nahodnou

; P, .
oo 3 potom s prav-

dobu T3, kterd ma exponencialnd rozdélend se stiedni hodnoton
dépodobnosti 1 prejde do stava 2, ve kterém setrva ndhodnou dobu T, kterd ma expo-

o - o - - - = e O
nencialod rozddleni se stfedud hodnotou i = }T atd., je tedy ¢as exploze £ = 37,7 Tk

D T
hf:ZBIk:ZE—k:L

k=1 =1

o

talie
Pi{E < o0) = 1

kdvby byla tato velicgina s kladnou pravdépodobnosti nekonedna, byla by nekonedna i jeji
stfedni hodnota. Retézee nent regnlimmf; v koneéném éase se mide s pravdipodobnosti
1 uskuteénit nekoneéng mnoho piechodi.

Vnofeny Markovity fetfizee s dislréinim Eagern probihd mnoZinu stav 5 = {1,2,. ..}
a mia makicl pravdépodobuosti prechodu

0 1 0 0

=
-
=
—

Bez ditkazu jeitd nvedine nuinon a postadujicl podminku, wa kterd je fetérec regulirmi.
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Véta 3.8. Homogenni Markoviiv felézee se spojitym éasem, stabilnimi stavy 1 € § =

0,5, ...} a viofenym felézcem {Y,n € Ny} je reguldrnd teiuly a jon behdy, kdyz
3Ly ifJ ST A ¥ ¥

1
{3.14) F; —=mwy=1 Vieh

k=0 D

ke n; wnadi intenzitn vystupu ze stava J, j € S.

Dikaz. Gichman a Skorochod (1973, I1. dil), vita 3 v kap. I11, odsi. 2.

Ll

Poznamka. Podminka regularity (3.14) je napiikiad splnéna, je-li g < € Wi C 5,

neholl v tom pripade je

k=0 By ; L-.:c}("

s nravdipodobnasti 1. Je zfejmé, Ze je-li mnofina stavii 5 konedna, jo proces {X. & =0}
regulirni.

Diéle plati, #e proces, jeho? vaofeny Fetézee je nerozlogitelny a jeho# stavy jsou trvald,
e repuldrni. Uvaiujme ndjaky stav & prolofe je trvalf, projde jim Fetézec nekonecnc

mnoliokrat v éascch riy, no. .., tudiz

3.2. Kolmogorovovy diferencidlni rovnice a jejich feseni

Uvadnjme Markoviiy Fetizee se spojitym fasermn a mmoZinou stavit § = {0,1,...}.
V piedehozi kapitole jsme definovall intenzity prechodn pomoci derivaci pravdépodob-
nosti prechodu v bodé 0. Nasledujiel véta uddvd souvislost intenzit pfechodu s deriva-

cemi pravdépodobnosti pfechodu v obecném bodé.

Vita 3.9 (Kolmogorovovy diferencidlni rovnice). redpoklideime, 4o q; < oc pro
vieehna i € § a plati (2.9). Potom pravdépodobnosti prechodu py{t) json diferencova-

felné pro viechna i,j € § at > 0 a plati

(3.15) i (L) = —qepi (8) + Zq;mmj{ﬁ} = zf;'ik?”kj“j

fa ke
(retrospektivai rovnice).

82



Je=li konvergence biﬂ —+ ¢;; Stejromérna v i, potom pro kaideéi,j e Sat >0

(3.16) () = —pii (s + > pallng = Y per (e

bt hES

(prospektivii rovnice).
Maticovi lue soustavu retrospektivoich rovnic zapsat jako
P(t) = QP(t)

a sonstavi prospekiivoich rovnic jake

I[hikaz, Vyjdeme @ Chapmanovy-Kolmogorovovy roviost

30
piils+1) = Lm wmf}—m,( I+ Y pik(pe(t) N >
fr==(} k=1l =M1

odlkwd dostanome

3 f “r | s Ji N Sy ;
pi(s + 1) —pit) _ [pels) = Up(l) | 3 paedsloi(t) | Fise (8.8},

5 &

k=tk
ki

kde jsime oxznadili
F 1Pk
o (sit) = E f’l.*.f_(_“ﬂ}[]
=41

Pro viechna s = 0,1 = 0 mdme

N N
pis)  T=3opals) 1= pu(s) pirls)
0= byladl z s 5 o 5 Z 5
k=MN-41 =0
s
Lakin

[;”11{."’) 1 p?_?“.} Z P:L(*)PL;(

=

.I'?if
P é:-r*f.} HJ I]

5

_hl;t@ __”]Ua_n Z"Pa.ﬁ. S,i‘lJi-qt'ﬂ - .,1{*5} Zf}th{‘-’}
F..-,t‘-'?.

=
Re=i]
(-4

a3



(xdtud limitnim prechodem pro ¢ —» 04 dostaneme

N
i
—qipizlt) -+ L GuPrg (L)

Je=1}

[
< pi;lEy)
N N
< gm0 + Y Gepii () +gi = Y dis
E=0 Je==1}
fei i

kde pfi(te) wnadl derivaci py; v bodé L sprava, a lmitnim prechodem pro N —
rjistime, Ze pl,(t4) vyhovuje (3.15). Stejnym wpiisobem lze ukdzat, Ze (3.15) plati take

pro derivact zleva.

Poadobne odvodime prospektivng sonstava: Opél vyjdeme z Chapmanovy a Kolmo-

gorovovy roviosti a doslaneme

pii(s + 6) = piils) Yo pi(s)pi (L) — pis(s)

{ £
_ p(sMei(t) = 1) i Pirs ()1 (£)
t ' [
k=0
=

a odtud limitnim pFechodem pro ¢ — 04 (vzhledem k pfedpokladu o stejnomérné kon-
vergenci)
2 R
s 5 = . a - % i
piils4) = —pija)a -+ Zﬁfkf*—':lfikj = Lﬁmiﬁ}%-
F={} k=0
L
Paodobnd postupujeme pro derivact zleva.

O

Poznamka. Jde-li o fetézec s koneéné mnoha stavy, nenf predpoklad o stejnomérng

konvergenei pij(h)/f ve vELE 3.9 nutny.

Poznamka. Vysvitleme jestd pojem retrospellivid a prospekiivni rovoice: v retrospek-
tivod rovnici json derivace pi;(t) vyjadreny pomoci viech moznych pravdépodobnosti
piechodn do stavu j, zatimeo v prospektivni rovnict pomoci viech moZnych pravdépo-

dobnosti prechodu ze stavua 4.

Pravdépodobnosti pfechodu Markovova Fetézee se spojitfm ¢asem vyhovuji tedy sou-
stavam retrospektivnich & prospekiivaich Kolmogorovovyeh roviic. Naopak nyni pred-

okliadeime. 7e je dina soustava diferencidlnich rovnie typu (3.15) nebo (3.16); zajimi
3 ) P Hil]
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nas, zada takovd sonstava ma Fefend, kterd reprezentuje pravdépodobnosti pfechodu né-

jnkého Markovova fetézee, Omezime se na koneény piipad.
Viéta 3.10. Necht Q@ = {q:;.0 £ 14,7 < N} je matice, pro jejiz prvky plati

G 20,4% 1 tu==)
T
Potom oxistuje jeding fedeni soustav (3.15) a (1.16), stejné pro obé soustavy, kierd
vyhovuje poditecnr podmince P{0) = I, a které pfedstavuje sonstavi pravdépodobnosti
pechodu Markovova Feldzee se apojityvim Cascm a konednou mpofinoa stavit, Malicove
e toto Fedeni psit ve bvaru P(t) = ¢9%, kde €9 je maticovi exponeneiilni funkee

definovan:d predpisem

L} A.. .
Q1 Q"
e = ]
ey ’
Thikaz. Soustavy (3.15) a (3.16) jsou soustavy lnearnich homogennich diferencidlnich
rovaic prvniho fadu s konstantnimi koclicienty; zapsino v maticovém tvarn, (3.15) ma
obeené Fedeni P(L) = P{0)e% a (3.16) ma obeend fofent P(1) = e2'P{0.) PHi podatedni
podnminee P{0) = I maji tody obé soustavy fefoni

(3.17) P{t) =%

Toto feeni spliiuje Chapmanovu-Kolmogorovovu rovnost (3.4), nebol z vlastnosti ma-
ticové exponencicly plyne @05 = Q@ g kaZdé £, 5 > 0. Ddle musime ukizat, e
FP(t) jo stochastickd matice pro kazdé ¢ = 0. Seftenim (3.16) pro viechna j dostaneme

(jele o konetné soucty)
LP;_?-(!EJ = ZZP&&H]QH = Z]’]f.ﬁ:f:ﬂ Z!}k_,' =0,
] i k & g

nebot 375 gy = 0. Tedy 3. pij(t) jo konstantni pro kazdé ¢ > 0, a protode 2oipiu(0) =1,
je tato konstanta rovna jedné.

Nezdpornost p;(£) e dokizat takto: pfedeviim je p; (0) = 1 a vzhledem ke spojitosti
ie palt) = U v néjakém pravém okoli nuly.

Pokud ¢;; > 0 pro viechna ¢ #£ j, méme pi.(0) = g; > 0, tedy py{t) > 0 pro
0 < ¢ < d, takie je P{t) > O pro 0 < ¢ < h a néjaké it > 0; 0 je nulovd matice. Nyni
z Chapmanovy-Kolmogorovovy rovnost mame P(t-+h) = P{£)P{h) > 0pro 0 <t < h,
tedy P(t) > 0,0 < t < 2k atd,, takie P(¢) >0,V ¢ > 0.
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Poloud je nijakd g;; = 0, uvazujme na pisludném miste hodnotn % aupravine nodnotu
dingondlnibo prvku g tal, aby soufet v i—tém Fadku zastal nulovy. Takto venikli
matice €, mi vicchiny nediasondlni prvky kladné a podle toho, co jsme jiz doldizali,
Lolé# musi platit pro prvky matice P, (1) = ¢9t pro kazdé t > 0. Ziejmé @, — Q pro
n —+ oa. Potom také Pp(t) — IP(t) a tedy py{t) = 0 pro viechna i,§ € S a viechna
L =0

)

Priklad 3.4. Model price stvoje. Doba bezporuchového provozu jistého stroje je ni-
hodnd velidina s exponeneiiinim rozdélenim se stiedni hodnotou F}g pro o > 0. Kdyi
dojde k porude, stroj zacne hyt okamzit¢ opravovin; deba opravy je niahodnd velicina
3 exponencialnim rozdélentin se stfedni hodnotou é, i = 0. Jakmile je oprava dokon-
¢ena, je stroj znovi uveden do provoziu. '

Definujme nahodnou velidinn Xy, ktera nabyva hodnoty 0, jestlife v éase § stroj
pracuje a hodnoty 1, je-li v éase ¢ gtroj opravovin, Potom { X, ¢ = 0} je Markoviv

Felfzee se spojitym casem a mnoZinou stavit 5 = {0, 1}, Matice intenzit prechodu je

O —¥ ik
B =i
Ukazme si nyni nékolik zpisobi, jak uréit 2 danyeh intenzit pravdépodobnosti pfechodu,
Pro pravdépodobnosti pfechodu pa{f) miiZeme psit retrospektivai rovnice

(3.18) Poelt) = —appo(t) + apro(t)
Prolt) = Bpoolt) — Spelt)

Vynisobime-li prvni rovnici éislem 8 a druhou rovnici Sislem a a ob® rovnice seéteme,
dostancmae
f !
Brao(L) + apig(f) = 0,

odikud infegraci
fpoolt) + apo(l) =c
pro néjakou konstaniu . 4 podiminky pi; (0} = 85 wjistime, Ze e = # a tudiz
(3-19) Bpeolt) + apso(l) = 4.
Vypoéteme-1i # (3.19) pyglt) a dosadime do prvni rovnice v {3.18), mame
Poalt) = 8 = (o4 Fpoolt),
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coZ je diferencidlni rovnice pro pae(t), kterd ma obeené fedend

poolt) = ce (Ol af_ﬁ_
Pro £ = 0 dostaneme |
pon(0) =1=c+ ~ f -
talze ) | q
Imu{ﬂ} o = _:-_ﬁe—{a—h,}g -f- a{:j

Zhvlé pravdépodebnosti vypocieme 2 (3.19) a pomoci doplitkil.

Pravdépodobnosti piechodu pij(t) miZeme wréit také piimo podle vrorce (3.17).

Snadno zjistime, e matice @ ma vlastni éisla Ay =0, A = —{ce + 0} a plati
Q= BARB =,

kde

Nyni poetle (3.17)

= cn QFF L iF(BAB-Y®
(3.20) Plt)=g¥t= 3 "= >
Rresld =1}
1 OF 0 _
~Lu” ( carmy)®

{
1 1] 2
=B (E} c—(d\:—l-ﬁ}t) B !

! B+ qe et o ge (et
B — feletil o1 Be—{nift

T+

K wvysledku {3.20) dosp&jeme také pouZitim Perronova vzorce pro vypodet matice
¢9t (viz Dodatek B, vita B.6). Snadno zjistime, Je det{AM] — Q) = MA+a -+ 3) a
adjungovand watice adj(A — Q) je tvaru

ST (J‘;ﬁ Aj:a).
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Diale mame

det{ AT = Q)

'f_,'IJ']_l::.:'\:J: A—}Ll ::,!\—{—(3_'4—(3}
det(AF - Q)
/ s e e N
tha{A) P
Diosazenim do Perronova veoree wmdme
Qt .J'.Ef- r.-}-z*
FEpeeittes - (A T — g = adifhad — ;
{ ] f @rjl{hl} “J[ 15 Q) '["rJEt}i‘z) .]k_ 2 Q}

cof je opét (3.20).

Uréeme nyni jesté absolutni pravdépodobnostt v ase L. Predpoklidejme, e poditedni
rozdélent je py = P(Xy = 0) =1, 3 = P(Xy = 1) = 0. Potom podle (3.3)

Polt) = popan(t) + pipro(t) = pon(l)

p1lt) = popor(t) + pipa (8) = pea(L).

V' pFipad@ fetézel se spofetné mnoha stavy je feSeni Kolmogorovovych diferenci-
alnich rovnic obeend mnohem sloZitéjEi, pro procesy, které nejsou regulirnd, nemusf
jednoznaéne Fefeni witbee existovat., VétSinou se omezujeme na vypodet absohitmich
pravdépodobnosti p;(t),j € S pii pevné daném poddteénim stava 4, L j. pro dané po-
¢atecni rozdeleni p; = 1.p; = 0,7 # i. Za stejnych podminek, za jakfeh jsme odvodili
soustavu prospektivnich Kolmogorovovyceh diferencidlnich rovnic, miZeme odvodit sou-

stavu diferencidlnich rovnie pro absolutni pravdépodobnosti: # (3.3) a (3.16) destaneme
i) = —pi(a; + Y pe(Bas, FES
vy

s podatetni podminkon
pif0) =1, p;(0) =0, j£u.

Pri této podatedni podminee odpovidaji absolutni pravdépodobnosti i —tému fadkn ma-
Lice P(1). Nekterymi speciilnimi pfipady takovyceh rovnic a metodami Fedent so budeme

zahyvat pozdaii.
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3.3, Staciondrni a limitni rozdéleni
Podobng jako pro fel@zce s diskrétnim éasem definujeme staciondrnd rosdéleni pro
fetézce se spojilym éasem.

Definice. Necht {X(1),¢ > 0} je Markoviiv Fetizee se spojitym casem, mmoZinou stavil
S a maticemi pravdépodobnosti pfechodu P(1),4 > 0. Vektor 3 = {3 > 0,4 € S

takovy, fc
(3.21) TPt =n", teT

se nasyvi fnvariantng mire procesu { X 1 = 0} na S vebledem k {P(#), ¢ > 0}. Prav-
dépodobnostni rozdélenf « na .S, které spliiuje (3.21), nazyva se slaciondrai rozdélent

dancho Feifizee,

Véta 3.11. Je-li poddietni rozdéleni homogenniho Markovova Foldzce {Xe & > 0} staci-
ondrni, je { Xy, 1 = 0} striktné staciondrni proces. t. . pro libovolné l: € N O <l <ty

pro kaideé s = 0 a libovolnd 4, .. 4, € § plaii
Bl Xy = dygais jikprege =TI N, cowsgs | - S
Specialné pro absolutnl pravdépodobnosti plaii
pi{t) = P{Xp=3)=m;, jE 8§, t>0.

Dhikaz. Vita se dokdze zeela analogicky jako vita 2.24 s pouzitim vlastnosti { 3.2}, (3.3)

a definice staciondrnibo rozdéleni.
]

Definice. Pravdépodobnosini rozdéleni @ = {a;,1 € S} na S se nazyva limitni rezde-

lend, jestlize pro viechna 4,7 € 5

Hm pgi(t) = a;.
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Véta 3.12. Pokud existuje limitnd rozdéleni Markovova Fetézce, jo to staciondrni roz-
citlent.
Dikaz Necht @ = {a;,¢ € S} je limitni rozdéleni. Z Chapmanovy-Kolmogorovovy rov-

nosti mame pro ¢ = 0,0 > 0 a prirozene N

Pl +h) = ZP;:;U}P,L; (h) Zp?;b{t pri(hl;

) k=0

odtud limitnim piechodem pro t — og

a; = L aping ()

k=1

a limitnim pfechodem pro N — oo

o0
tlj ;—‘_‘ Z ﬂk??kj{hj-
=0

Pokud pro néjaké j € S plati posledni nerovnost s ostrym znaménkem, musi platit, jak

zjistime sedtenim Leéchto neroviosti, 7e

il

:: i = ;: it

jes kes
coZ je spor, tedy

aj =y axprg(h),h 20, j€S

ks
je staciondarni rozdélend.

il
Reseni roviice (3.21) pro kazdé ¢ = 0 mide byt obtiiné. Uldfcme si proto, jak lze
staciondrni rozdélent uréit pomoct matice intenzit Q. Nejdfive viak popifeme strukiuru

mnoziny stavi fetfzee se spojitym casein.

Definice. Rekneme, e stav § Markovova fetézee { X, ¢ = 0} je dosaZitelny ze stavu i,
jestlie
FBitXi=3)=pgu(t) >0 prondakét >0, t,jed

Pomoci pojmu dosazitelnost mdzeme definovat rozklad mnoZiny stavi zeela analo-

oicky jako pro Tetdézce s diskrétnim Casem.
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Véta 3.13. Nisledujici vztahy mezi stavy fetdzee {X),0 > 0} a vnofeného Fetézce
{¥om € Mo} jsou chvivalentni:

(1) § jeo dosazitelny z i v { X1 = 0}

(2) j jo dosaZitelny 24 v{¥,,n e My}

(3) GigiyGivin - - - Binoyin = 0 pro stavy dy = 4,4, = j a néjake stavy iy, ...ty

(4) p;(t) >0 Yi=0

(5) pi;{t) > 0 - pro ndjaké t > 0.

*Ii-!:nj
i}

). . . . oicadince .
¥ je pravidépodobmost pfechodu po n krocich v Fetdzel {¥,,,n € Ny,

Dithaz, Zicjmé (4) = (5) = (1). Je-li pi;{t) = O vro néjaké £ > 0, je g > () pro nejakdé

n > 0, kde q:j-{I
tedy (1) = (2). Je-li q;‘jn} = 0 pro nijaké o > 0, existuje cesta 2z 4 do § v {¥o}
takovid, Ze f 054, 90 _; = 0, tak¥e i i ¢isy oo i,y = 0, tudiz (2) = (3). Jeli
@i = pi{04) = 0, je pi(t) > Opro 0 < & = h < § pro ngjaké § > 0, tedy pi;(t) =

pij(hpgi (0 = h) = 0 pro viechna t > 0, nebot
pi(t) = Py(Xy = ) 2 €7%* > 0 pro viechna ¢ = 0.

Platf-li tedy (3), mifeme psit

! ¢ ¢ _
piilt) = pa, (H) Piyis (;) e Bind (E) >0 Yiz0,

tedy (3) = (4).
3

¥ ovity 3.13 plyne, 2e Fetézee { X, ¢ > 0} je nerozlogitelny privé kdy? piislufng vnoe-

Fouy fettree (Y, n € By} je nerozloZitelny.
Definice. Stav j fetézce (X1 = 0} se nagivd frvaly, jesthize bud g; = 0 {§ je ab-
sorpeni), nebo g; > 0 a soutasné P;(7T;{1) < oc) = 1, kde
Ti(1) = inf{t > J1 : X, = 5}
je €as prvaiho ndvratu do stavu j.

Stav j se nazyva pfechodnd, jestlide ¢; > 0a P {(T;(1) = 0c) > 0.

Trvaly stav j se nazivd nenulovy, jestlize bud q; = 0, nebo E;T;(1) < oc.
Lze ukézat, Ze stav, ktery je trvaly ve vnofeném Fetézei {15}, je trvaly také v { X, }

a naopak; aviak stav, klery je nenilovy ve vnofeném fetésci {1, }, nemusi mit stejnon
viastuost v { X ).
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Viéta 3.14. Necht { Xy, L = 0} je Markoviv Fetdzee se spojitym casem, s matici intensit
Q a vaoorenym fetézcem {¥o,n € Ny}, ktery je nerowloZitelny a jeho# viechny stavy
Json tryalé. Potom existuje invariautnl miva n procesu { Xyt > 0}, kierd jo urdena

jednoznacué (a# na multiplikativnf konstan ffi.xj Jako rfedeni soustavy
{322} ﬂTQ = UT

a0 < n; < oo provsechna j € 5, Jestlize 3 oo n; < o0, potom m = {m;, j € S}, kde

Tjj
T s

DkesTh

Jje staciondrni rozdélent procesu {X;,1 = 0).

Dhikaz. UkdZerne jen hlavnd kroky ditkazn. Necht 5 = {5; > 0, € S} je fefieni rovnice

70 = 07. Zapiteme-li tuto veklorovou rovnici po slofkich, dostaneme

me_}- = Lﬂi{f‘@' +m05 =0, j€8§
ey i£]
neboli 2l {‘_ s

Zﬂi*’hj =¥ JEO
i#j

Vyuzijerne-li vatahu (3.12) mezi intenzitami a pravdépodobnostini pechodu vuofendho

retézce, mitzeme posledul rovnict wapsat ve tvara

T - i

> hGe =05, § €S,

icS
tedy {1;q5, 7 € S} je invariantni mira vnofeného Feltzee s diskrétnim Gasem a maticf
pravdépodobnosti pfechodu @ = {4},,4,7 € S}. Tento fetézee je podle predpokladu
nerozloZiteliny s trvalymi stavy; podle evigeni 2.21 musi bft (a% na multiplikativni kon-

stantn)
7 [1)-1

0 < gy = By Z Y, =j) <o
="

pro pevind @ € S, kde 74(1} je ¢as prvnibo navratn do i v fetézel { Yo, n € Ny}

Dile ukdZeme, %e g5 = p2, kde

. Ti(1)
= Eif I( Xy = )t
0
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je stiedni doba setrvani ve stavn j mezi dvima nivraty fetézee { Xy, 1 > 0} do stavu 4.

Je totiz
fp Xy = 3, Ti(1) > O)dt = /ZFEVH Jodn St < dngr, Ti(L) > 2)di,

Vyuzijeme-li podnifiovini, markovské viastnosti a toho, Ze T;(1), (1) json markovské
Gasy, pro které
{7:(1) > ] <= [m(1) > nl,

dostancme

Z F Jp <t < Joi |V = DPUY, = 5, 7(1) > n)dt

=010
_ZL{_S:H”Kﬁ_J Yﬂ—j,ﬂ',{lj }ﬂ'}
=i}
T(1)=—1
=_E L I{-fﬂ—? = Tl5.
n=f{}

Nyni je tfcha I_LkézaL #e 77 je invariantnf mira procesu { X, L = 0}. Protoze
5 s+ T (1}
Eﬁf I{J{-; = J}fﬂ' = E‘i [ {-}(t = j){ﬂ',
0 I

je

T.AL) Ti(l)+s

&
nj = ik = i j I(Xe = J)dt + B, f 1(X, = j)dt = E; j I(X, = j)dt
n & &

Las]
== f .lng'{.]!fg_p,,— =i j.. 7;[1] ey Ir}dl'f
I
e
= [ 3 PXi.=ilX =k TQ) > P(X, = K, T(1) > 9,

e
odkud opét s pouzitim markovske viastnost

o =]
= | BlXews =350 = OB = 1T(0) > Ol

p=0""0
& AT

= Epk_.;-{ﬁjﬁif Xy = k)i
b=1) 0
e gy ]

= ZPH (s) gy = Zm:j ()1,
k=10 k=

tedy = je invariantnd mira. Jestlize Ejé Tl < oo, potom existuje staciondrni rozdélent
2N e Toii . g Y a4 Ty - 1 Yk ) '
v Fetdzel { X, t > 0} (staéi polodit w5 = 0/ 3 . o™ pro j € 5).
O
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Pogndmka. Je-li 5 konetnd a vnofeny fetézec nerozloZitelny, je suma 3, onp viidy
konetnd, staciondrni rozd@lent & v fetizel { X, ¢ = 0] existuje a lze ho uréit jako Feeni

. T == L % ety e - & . e i = -, .
roviice ' Q@ = 07, které spliinje podminky 7; > 0 pro viechna j € S a )’ jes T = 1.

Véta 3.15. Necht' { X f = 0} jo Markoviiv Fetdzee se spojitym fasem, s matici intenzil
Q) a vnofenvm Fetdzeem {¥,, n € My}, kery jo nerozlogitelny a jehoz viechny stavy jsou
trvalé, Necht = = {n;,j & S}, kde m; > 0 pro viechna j € 5, chﬂ 7= 1, Je FeSeui
rovaice

-jIT'I Q . Gf ;
Potom pro pravdépodoebnoesti prechiodu a absolutnd pravdépodobnosti v felézei { X, £ =

0} pati

.?.- 1' i i a— = . \;':I_j i 11 s .'ﬁ
{3 3} t_li\l}loﬁx;}{ } mj pro viechna i, 7 € g
: ’ i P ;I. bl . - L"i e a o L'\-’
(3:24) ;EHGLPJ( ) 7ty pro viechna j € 5

Diiknz. Podie vty 3.14 je 7 staciondrni rozdélenf fetézee { X3, ¢ = 0}, tedy platf 7% =
a7 P(t) pro vicchua ¢ 2> 0. Protofe viofeny Fetdzee jo nerozlozitelny, je podle véty 3.13
it} = 0 pro viechna § > 0 a viechna 4, § € 5.

Uvazijme pyni diskréind éasove okamziky b, 2k, 38, ... pro néjaké b > 0 a posloup-

noat mahodnyeh velidin {2, n € Ny} definovanych piedpisem 2, = X, Zivymd je

=9

Tt = oy g =) = P X = 7l Xgi-1yn = 4,0 Xo = do) = piz(h),

je tedy {Z,,n € My} Markoviiv Fetdzee s diskrétnim éasemn a matici pravdépodobnosti
prechodn P{h) a 7 je staciondrni rozdéleni v Fetdzei {2, ). Podle vity 2.25 tedy pro
prvky matice P*(f) plati

L L 5 L WD .. S, p Sl
n.I-lﬂ»lo Py () = uh_tii_ pij{nh) = m; pro viechna i, 7 € 5,

tedy
Yer0 INeN Yu> N |pinh)—nl <e
1)ile mame
. i€ty — mi| < fpig(€) = pig(nh)] + |pis (nh) — 7y
a vzhledem ke stejromarié spojitosti pi; () (véta 3.1) bude i {pi; (1) — pis(nh)] < & pro
viechna nhe = £ < (1 1}h a dostatené malé b Odtud jiz plyne tvraeni (3.23). Tvrzeni
(3.24) plyne ilined, powzijerne-li limitnd pFechod pro t — oo ve vztahu

pilt)=> p(0)pilt), je€S.
8
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Priklad 3.5 (pokradoviani pfikladu 3.4). UvaZujine opét model, ve kterém price

stroje je popsana Markovovym Fetégcem se spojitym éasemn a stavy 0, 1. K maticl intenzit

- ¥
a=(7" %)

isme urdili systém matic pravdépodobnosti piechodn

niechodn

P(t) =

L A4 aeletit o ge—lo+oit
e+ \G—gemH  aq Golatil |

Clediud wvidime, Zoe

H
p I -
cl—lgipm il .
o -1

Slozky vektoru

B 3 cx £
= (a—}-ﬁ’ n:—l—b’)

tvoli staciondrnd rosdélent danéhio Markovova Totfzoe,

Ke stejnénm vysledku dospdjeme FeSenlm soustavy (3.22), kterd v nadem piipadd anf

—mga+ m =0

mge — 3 =10 .

Reseni soustavy, které vwhovuje podminee 7 -+ 7 = 1. jo opit
] 1] 1 E

g i o
i P A, e
0 (j’—'—ﬁj L

Priklad 3.6. Provez telefonni ustfedny. Uvaiujme felelonni Gst¥edmu s N linkami.
Predpoklidejme, e v éasovém intervalu (£, + k] piijde na dstfedmu hovor s pravdd-
podobnosti Ak 4 o(k), A > 0, klerd je stejna pro viechna ¢ > 0. Hovory prichducii
nezivisle; pravdépodobnost, Ze do stiedny pfijdou dva nebo vice hovortt v (£,4 + Al jo
o(lt), pravdépodobnost, e nepfijde Zadny hovor, je 1 — Ah + o(k). Pokud je viech N
linele obsazeno, daldi hovor se ztrici.

Diile pledpoklidejme, Ze doba trwini hovora je ndhodna velidina T' s exponencidlnim
rozdélenim s parametrem g2 > 0 (. j. stfedni hoduoton i] Potom pravdépodobnost, ze
hovor, ktery trva v €ase I, skondi béhem intervalu (4, £ - ] je

Pll<T <4
Pi<T<t4+hT>1)=— ;[j,‘_i;_‘rﬂ:l—e_”":;ﬁa Fa{h).
i
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Pravdipodobnost, e hovor, kiery trvd v £ase £, neskondl v intervalu (4,40 + A, je 1 —
e Folh).

Neeht X, ie pofet obsazenych linek v &ase &; potom { X, 2 0} jo Markoviv Fetézec
se spojityin éasem a mnoginou stava § = {0,1,.... N }. Pro pravdépodobnosti piechodu

pii(t, L+ h) = pi(h) dostaneme
pigoo(B) = DN+ o{B)|[1 — ph + o(l)] + o{li) = Ah + ol h),
podobnd odvodime

pg-1ll) = (‘i) [ih + o(R)][1 = (i) + o(R)F 7M1 = Ak + o{h)] + o(k) = juh+ o(h)

o takd

Pijekll) =olh), 22k SN -7
Pi-klf) = {J’U 2Lkl g
piill) =1—(A+julh+olh), 1<j=N-1,
pan(h) =1 — M+ o{h),
pun(h) =1 = Nuh +o(h).

Odiud vréiine infenzity

q.f.—_?-‘l‘l:'}‘: {JEJEAM—1,
-1 = T, 1<y< N,

gp=A+jp 1Zj<N-1,
Mo = A

g = Nu,

gi; =0 jinak.

Matice intenzit je tedy

~A A 0 0 ... il 0 0

je —{A+ ) A g s 0 0 ]
o= U -2';*_?, —[,'h”q'—'}i;;} A, 0 0 0

0 0 0 0 ... (N=1Dp —(A+(N-1)p) A

0 ) (0 | QR 0 Ny —~Ny



Soustava rovnic 72 = 07 pro vypodet limitniho rozdéleni jo

—Ang + prp =1,
Amjg = (Atjmm+ (F+pripn =0, 1j<N-1,
(3.25) Amp_q — Npmpy = 0.

Rovnice mizeme fodit jednu po druhé; postupnym fefenim odvodime rekurentni vetah

_ AV 1 oy
{;‘3-:3'[1} Ty =y (;‘) F, 1 ‘:_: i “E N,

> N
Odtud a z podminky Y sop T = 1 dostaneme

kde p = .ré»
Vetah (3.26) dostaneme i rychleji, kdy? zavedeme

K;=gpm; — Ay, 1 £ 3 =N

Soustava (3.25) potom je

K =0,
K_‘f+] "I{jiﬂ, J.ijl"‘:_:-N—],
Kp= 0,

tedy K; =0, 1 <4 = N, odkud plyne opét (3.26).

Priklad 3.7. V tovirni hale, ve které je nepletrzity provoz, pracuje N automatickych
stroji. U kafdého stroje mntze dojit k porufe, piléemi vyskyt poruchy nezavisi na pled-
chozim stavu stroje ani na stavu ostatnich strojit. O stroje se stara r opravaiti. Stroj,
ktory se poroucha, se zadne okamZité opravovat, pokud jo néjaky opravaf velny; pokud
je viech r opravarQ zaméstnano, stroj nepracuje a ceka na opravu. Predpoklada se, Ze
na apravi jednoho stroje pracuje jen jeden opravar a opravarl pracuji nezdvisle.
Predpoklidejme, 2o kazdy stroj, ktery v case ¢ pracuje, se béhem Intervalu (¢t -+ ]
porouchd s pravdépodobnosti Ak 4 o(h), A > 0. Stroj, ktery je v ¢ase ¢ opravovin, je

v intervalu (1,1 -+ k] znovu uveden do provoru s pravdépodobnosti ph + o{h), > 0.

a7



Necht Xy je podet stroji, klerd v Sase § nepracuji; za predpokladi, které jsme uéinili,
je { X4t = 0} homogemni Markovity fetitzec se spojitfm fasem a muozinou stavil § =
B dens: M)

Podobhyini nvaliami jako v pledeilém pifkladé »jistime, 7o

pige1llh) = (N - jiMh 4+ o(h), 0<j< N,

pii—1lh) = fuh + o(h), 1<ji<r,
Pij-i(h) = ruh 4 o(h), r<j< N,

Py j+ull) = o(h), IEEEN—j
pig-ulh) = olh), 2L k<

a snadno t64 wéime pravdépodobnosti p; (k). Intenzity prechodu jsou potom

G = (N =7)A  0Zj<N,

5,91 _.”E 1 S‘;jgrs
Bt =P, ey Y
5= 0, gk jinak
a celkove infengity
gy = N A,

g = (N ~f)A+jp, 1<j<r
g =(N=-A+rp, r<j<N,

pr = 'r!.fu
Urcéeme Limitni pravdépodobnosti podle véty 3.15. Soustava rovnic 77Q = 07 je

—NAmy + iy = 0,
(N =g+ 1)Amjog = (N = DA+ g+ (G + Dpmjen =0, 1<j<r,
(N =3+ DAmjoy = (N~ F)A+ rp)m; + rpmipr =0, r<j<N,

;\’:T,rh,.f_.l = Tty = .
Je ziejmé, Ee ialo soustava se rozpadid na dvé dasti. Ounadime-li

K; =jum;— (N =34+ 1)Am_q, K =runy — (N~ 7 1)Am;_q,
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mizeme ji prepsat do tvarn

K] Z{},
Kj.!_]_—}-':}:n1 15‘?{:?,
Kig~Ki=0, r<j<N,

I{J:_r =},

Odiud spolu & rovnosti K, = K] mdme K; =0, 1 < § <7, Ki=0,r<j=<N,
Dostavame tak relurentnd vztahy

(N —j+1)A
Wod+1)a

qu i—1s Ly «<n

'?Fj.':

7, AR 1 |
Wy = ——— 1. <= N,
i i Tj—1, I < J=N,

#e kteryeh odvodime, Ze

NY £ .
mo= 2w 1< <,
i\

NN gAY
L plpd—r F_L gy T 5 J 5N

- ; N
Hodhotu my uréime z podminky 3757 7 = L

3.4. Poissoniv proces

Voprikladn 3.1 jsme uvazovali proces {Xe, f = 0} celodiselnyeh ndhodnveh velicin,
ktery md neravislé piivistky X4 — Xy (polet udilosti v intervalu (4t + hl), a pro
klery plati

PlXen— Xy =1} = A+ o(h)
PlXgpn— Xy =0)=1- b+ o(h)
P{Xopn =X, = 2) = olh)

stejnomérng pro viechna £
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Vime ji#, Z¢ jde o Markeviiv fetévec se spojitym Casem a mnoZinoun staviy § =
{0,1,. .. b 8 poddtecnim rozd@lenim py(0) = P{Xq =0) =1, p;(0) =0, j # 0 a inlen-
zitami plechodu ¢ i1 = A g = =g = A ¢ = 0 jinak. Pravdépodobnost] piechodu
pig (L) Dychiom mohli uréit napt. ze soustavy Kolmogorovovich prospektivnich rovnic
(.16}, JiF jsme se zminili, Ze polkud se omezime powe pa uréeni absolulnich pravde-
podobnosti p,{t), 7 € § s pocitetnim rozd@lenim p; = p;(0) = 1, p; = p;(0) =0 7 # 4,
stadi fedit soustavu diferencidlnich rovuie, které odpovidaji i—1ému fadku matice P(E),

t. . mdme Fedit soustavn diferencidlnich rovoic

wi () = —p;(t)g; + Zf’k{tjqrfj} 758
ki T8 b g

LA |
P r L “ 5
s pocitecnt podminkon

j‘J‘\;_E:LU} =1, $:00] =109, F3i,
i =TT =8
v nafein pripadd soustavi
(3.27} pult) = =Apo{E)

mlt) = =Xp (B 4+ Apy i {t), 1520

s poditetni podminkou
(3.28) pol0) =1, p;(0)=0, 5 >0

Soustava {(3.27) je soustava obyiejnyeh linedrnich diferencialnich rovnic a mohli bychom
je resit jednu po drubé; ade s1oavedeme metodu vytvorujict funkee.

Uwvainjme vylvobujiel linkei roadilend {p{f), 5 € My},
H
H(s,t) = > pj(t)s’
7=

jako funkel dvou proménnych s, £ Vynasobime-li j—tou rovnici soustavy (3.27) vyrazem

& a potom formainé secteme vEcehny takio vynasobend rovnice, dostaneme vstah

. &4 oo Py e '
D P = =AY T B 4 A ()8 = =AY " sipi ()4 As Y pylt)sd
j:rl'l 3 s=i) j: 1 q=0 ,‘:'-Z'n

Tento vyraz migeine vyjadiil pomoct vytvoiujict funkee IT jako

{1.20) e = =AM (s, 8) + As T{s,8) = =M1 —s)H(s,0)
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a pocatecni podminku (3.28) piepsat jako
(3.30) [(s,0) = 1.

Pro pevné s lze (3.29) fedit jako obyfejnou linedrni diferencidlni rovnici v proménné ¢;

obecné Feleni této Tovnice je
II(s,1) = C(s)e M1~

kde C(s) je koustanta zavisla pouse na s. 7 pofitetni podminky (3.30) plyne C(s) =1,
tedy

o :

. ALP

H[S, t} e e~—)«£+la - B—Ju.t E '['"jrl':"'j‘
i=0

Odtud je vidét, Ze _
e~ (ALY
i1

pilt) = , 0L j<on, t>0

Jsou hledané absolutni pravdépodobnosti; jde o Poissonovo rozdéleni s parametrem M.
Odtud také plyne napi., Ze stiedni potet uddlosti, které nastanou v intervalu (0, ], je
At.

ProtoZe podle piedpokladu pocet udalosti v libovolném intervalu (s, s + #] zdvisi jen
na délee tohoto intervalu, plyne odtud, Ze takeé privistlky X, — X, maji Poissonovo
rozdileni s parametrem M pro viechna s, ¢ > 0. Rikdme, 7e proces {X;} méa staciondrni

piirusthy.

Poznamka. Proces {X;,t > 0} celodiselnych nihodnych velicin, kiery reprezentuje
potet néjakich udalosti, které se vyskytnou v intervalu [0,t] se nazyva éltaci proces.
Poissonliv proces s intenzitou A je tedy Gitaci proces s nezdvislymi a stacionirnimi
priristky takovy, Ze Xy = 0 a pro ¢ > 0 mi X; Poissonovo rozdéleni s parametrem At.

Necht 55,7 = 1,2,... znadi dobu mezi pfichodem uddlosti 7 — 1 a j, tedy dobu, po
kterou Tetéizec setrva ve stavu j — 1. Podle véty 3.5 jsou S; ndhodné velitiny, které maji
exponencialni rozdéleni se stejnym paramctrem A, t.].se stfedni hodnotou % Ukazme,
7e S; jsou vzajemné nezdvislé:

Pro 5; a 5 mame
P8 >2,8 >y)= fm P(8; > y|S; = u )Ae™ du |
dale podle vty 3.4
PS2>ylSi=u)=PXi=1lu <tZytu|X,=1)=e,
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tedy
P(S, = x,8 >y)= e:‘)‘”] he Mdy = e Me M = P(8; > 2)P(5: > y);
M

odtud ji# plyne, e Sy, S» jsou nezdvislé. Podobné lze ukazat nezdvislost nihodnych

velitin S1, S2,-0- .9, 7= 2.

Vnoteny diskrétni Fetézec {Y,,n € Ny} Poissonova procesu ma matici pravdépodolr
nosti prechodn Q* s prvky ¢ = 0, ¢7;.; = 1, q;f‘j = 0 jinak. Poissoniv proces je

repuldrni, nebol g; = A Vi, tedy podle véty 3.8 je s pravdépodobnosti jedna

SLos e

=[] v, i=l}

Viimnéme si jesté rozd8leni ndhodné veliting W, = S; +--- + 5, kterou lze in-
terpretovat jako dobu Gekdni na vyskyt n—té ndilosti Polssonova procesu. Vzhledem
k tomu, #e 51, ..., 5, jsou nezdvislé se stejnym exponencialnim rozdélenim, je rozdeleni
W, dano hustotou " :

B -
. Qe 2D
wy(z) = { ' -
jinde

(Erlangovo rozdéleni Fadu n).

Piiklad 3.8. Na auntobusovou zastdvku pfijizddji autobusy linky ¢.1 a linky €. 2. Pred-
poklidéme, %e pfijesdy autobust obou linek json ndélosti Poissonovich procesi s inten-
pitami A; a Ag, piiCems iyto procesy jsou vzajemné nezdvislé. Stfedni podet autobusi
linky €. 1, které pfijedou na stanici behem Casového intervalu délky ¢, je Ajf, sticdni
poéet viech autobusi, které pfijedou v tomte intervalu, je (A + Az )t. Doba dekini 5 na
prijezd autobusu linky & 1 ma exponencidlni rozdéleni se stfedni hodnotou f;, podobné
doba geléni T na pFijezd autobusu linky & 2 ma exponencialni rozdéleni se stfedni hod-
notou Aj_; Doba, za kterou na stanici piijede dal¥i (druly) spoj linky €. 1, ma Erlangovo
rozdileni fadu 2 s parametrem Aq, tedy se stfedni hodnotou J%
Pravdépodobnost, 7o na zastavku pfijede jako prvni autobus linky €. 2, je
Az

[e ] 5 o
PT<8)= / U ,‘aze“"‘“‘dt) Ae~ Nty = [ e (1= een)dy = 2
0 0 Ju 1+ Az

Protoze i zbytek doby éckani na pijexd avtobusu linky € 1 m4 exponencidlni rozdéleni
g parametren A; a doby mezi piijezdy json nezivislé, je pravdépodobnost, Ze prvai dva
autobusy, kleré pfijedou do stanice, budon autobusy linky €. 2, rovna {A_L}.ﬁ‘;}z'
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3.5. Linedrni proces ristu (Yuledv proces)

Nijaka populace se sklada z jedinei, ktefi se mohou rozmnoZovat, nemohou viak
zanikat. Pfredpokladejme, #e z kaZdého jedince miZe v intervalu (¢, + h] vzniknout
novy jedinee s pravdépodobnosti Ah + o(h) nezdvisle na osudu ostatnich jedined (Zadny
jedinee s pravdépodobnosti 1 — Ak + o(f), A = 0.) Nechf X, znacl podet jedinct, ktefi
se v populaci nachazeji v ¢ase #; je to Markoviv Fetdzee se spojitfm Cascmn a mnoZinou

stavii S < M. Pravdiépodobnosti pfechodu jsou

pjj+1(h) = G) (Ah + o(R))(1 — Ak + o(h))! ™" = jAk + oh)

piiik(h) =o(h) k=2
pis(h) = (1 = M+ o(B)Y = 1— Ak +o(h);

ostatni pravdépodobnosti pfechodu jsou nulové. Intenzity pfechodu jsou
Gij+1 = JA @3 = JA, @i = 0 jinak,

tedy matice intenzit @ je
A A 0 0

0 -20 2% 0
Q=|0 0 -3 3
0 0 0 -4

Piedpoklidejme, Ze na poditku je v populaci pouze jeden jedinec, t.]. uvaiujme po-
gateéni rozdéleni pi(0) = 1, p;(0) =0, j > 1 (obecnéji bychom mohli pfedpoklidat, Ze
na pofatku je v populaci 4y jedined, iy > 1.) Omezime-li se opét na vypodet absolutnich

pravdépodobnosti, zjistime, Ze musi spliiovat soustavu diferencidlnich rovnic

(3.31) pi(t) = =xm(t)
Pi(t) = —Ajp;(8) + AU = Dpj—ali), §>1

5 potiteéni podminkou pi(0) = 1. Soustavu (3.31) budeme fedit opét metodou vy-
tvofujici funkee: vynédsobime-li j—tou rovnici vyrazem s? a sefteme viechny rovnice,

dostaneme

o)

ST ==X dpi(t)sT + XY (5 = Vpy-a(0)s°
F=1 =2

i=1

= —As Ejpj(.{]sj_l - ASEijj (£)s7~1,
j=1

i=t
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coZ, vyjadifeno pomoci vytvofujici funkee IT posloupnosti {p;(t)}, je

d11(s,t) S (s, 1) il I (s,1)

Jt s ds
niboli parcidlni diferencidlni rovnice

Al(s,2)  A(s,t) _

3.32 Asll — g

L L i
5 poéatecni podminkou

(3.33) I1(0;5) = s.

Redeni rovnice (3.32) je ddno vétou B.7 v Dodatku B. Podle této véty nejprve feSime

pomocnou obycéejnou diferencialni rovnici

ils

e 2

Refenim dostdvéame pro 0 < s < 1 (pouzijeme rozklad na parcidlni zlomky)
Ins —Inf{l —s)=At+C,

neboli
5
- = (e,
l—s
Prvni integral pomocné diferencialni rovnice je ];ise_m = (' a podle vity B.7 je obecné

Fedeni rovnice (3.32) tvaru

H(S,t} = (iﬂ_lf) N

kde I' je néjaka diferencovatelnd funkee. 7 poédteéni podminky (3.33) plyne, Ze

Polozime-li £= = =, dostaneme
©
Flr) = ——
() 1+z
Ledy
= At
MT(s,t) = 3 se



Posledni viraz mdZeme jestd rozvinout v mocninnou fadu a dostaneme

oo

H{E,f) = Z SE_M[:.'[:] B E-HAL}]R = iﬂ—}.t(l s ﬁ—.kf,}fc—lsk,

odlud miZeme wzaviit, e

P(X, = k) = pe(t) = e M (1 - e"‘*jk_*, Be=1,2....

Snadno zjistime, #e Yoo, pi(t) = 1 pro viechna ¢ > 0. Pravdépodobnosti p;{f)
piedstavuji geometrické rozdéleni (interpretované jako celkovy pocet bernoulliovskych
pokusi, které json nutné do dosaZzeni prvniho zdaiilého pokusu.) St¥edni rozsah populace
v ¢ase £ je EX; = e,

Podobné lze ukdzat, %e pii podateéni podmince pi (0) = 1 pro néjaké ip > 1 je

vytvofujici funkee absolutnich pravdépodobnosti rovna

o=t o
Histy= [l — 5{; = 6—“‘}] 3

co? je vytvofujicl funkee negativné binomického rozdélend.

Proces je regulérni, nebot pro stavy vnofencho Yetézee {V,} pfi pocatetni podmince
Xo=ig > 1plati P, (Y; =t+1) =1,i=1,2,... atedy s pravdépodobnosti 1

=l Ali +ip) i

3.6. Obecny proces rustu

'l

Uwazuje se opét populace jedinen, kiefi se mohou pouze rozmnoZovat. Rozsah popu-
lace v ase t = 0 je popsin Markovovym fetézeem { Xt = 0} se spodetnon mnoZinou
stavil, ktery je definovin poditeénim rozd@lenim p; (0) = 1, p;(0) =0, j > is (10 = 0)

a matici intenzit

-, Aio 0 0
0 =gt Agsr 0 ..
Q= ] 0 —Ji.ijn_|_2 liﬂ_g_-;; v H
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piicem? intenzity ristu A; > 0 vyjadiuji obecnou (tedy nejen linedrni) zévislost na
okamizitém stavu j dané populace.
Absolulni pravdépodobnosti P{X; = j) = p;(t) vyhovuji soustavé diferencidlnich

rovnic

P;D(ﬂ = _')"'inpiu {t}:
Pi() = Xapsa(t) = Apslt), 5> 1o

& poéatefni podminkou py, (0) = 1. Postupnym feSenim jednotlivych rovnic k piihléd-

mutim k poéitedni podmince dostaneme

pi(t) = et

ot

pilt) = Aj_]e')‘J*/ e"f"’pj_l{.s}d.m j = ip.
0

Proces je reguldrni tebdy a jen tehdy, kdyz
> t-c
J=tn Aj

nchof pro piislusny vnofeny fetézee {¥;,} plati, Ze pro kazdé iy = 0je P (Y, = n+tig) =

1 a dale lze postupovat podle véty 3.8.

3.7. Linedrni proces mnoZeni a zaniku

Vratme se k procesu, popsancm v prikladu 3.2. Uvazovali jsme populaci, jejiZ jedinci
se mohou mnoZit a zanikat, pravdépodobnost, %e z jedince vznikne béhem intervalu
(t,t + h] novy jedinec, je Ak + o(h), vice jedinch vznikne s pravdépodobnosti ofh).
Kazdy jedinec s pravdépodobnosti ph+ e(h) béhem intervalu (£, £ + h] zanikne, pFicemz
osudy jedincl jsoun nezavislé. Rozsah populace X, v éasc t vytvafl Markoviv Tetézec

s intenzitami
gig+1 = JA 0=j<oo
Gji-1=Jpy 1Zj< o0
gix =10 Jinak
gi=3(A+p), 0<j <00
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(k odvozeni pouzijeme stejnych pravdépodobnostnich tvah, které jsme pouZili jiz vice-
leral.)
Absolutni pravdépodabnosti p;(t) = P(X; = j) vyhovuji soustavé diferencidlnich

rovnic

polt) = ppa(t)
Py} = (F = DAps=1(t) = jlp+ A)ps (8) + ( + Dppja (), §=1,2,...

Predpoklidejme, Ze py(0) = 1.
Pougijerne-1i metodu vytvoiujici funkee, dostaneme jiz znimym postupem rovniei

= 4 e 4
> Z{J + Dppjpa(t)s? + > (7 = DApo1(1)s” — ZJ X+ p)pi(t)s?,
J=0 i= i=1 i=k
neboli
(3.34)
AHl(s,t)  OII(s,t) . ,OH(s,8) 011 (5.1)
= Az X s 1
at s ¥ s “ELE E
I (st
= [+ Ast —s(A+ }8 (5,%) = (p — As){1 —: }( (q )
s
s poditetni podminkou
(3.35) M(5,0)=s.

Pro A = p ma (3.34) tvar

20 (s.t)  O(s,t)

03 a

(3.36) X1 =5)2

Pomocnd obyéejna diferencidlni rovoice ma v tomto piipadé tvar

s

- @

a jejl prvni integril je
1
e . Al O
L—&

tedy obeend Fedeni rovnice (3.36) je

H(H,E} = (}Jﬁ =+ i)

107



pro néjakou diferencovatelnon funkel £. Th uréime z podéitedni podminky (3.35). Do-

stancime i
His,0) =5 =F
(5,0) =31 (1 = .a-)
a zavedeme-li proménnon ¢ = -1%;, THATHE
-1
Flz) =
(@) = —
Hledané fefeni tedy je
Mrg=—1  qa(l— M At Tieiif 1
@R = T 1 \E—}u‘e} - (i+,‘at+51+,&t) R
S il e ’ & ~ Thar®
bY: B Sl R ¢
% 45 S ) ¢
Tex T+ ) S \ Tk
Odtud dostavame
At
() = T3
ot
(At) )
Bl ==, 1Zi<00
() (14 Ag)7H?

Nyni uvazujme piipad X 3 p. Pomocna obyéejna diferencialni rovnice ma tvar

el at
RSO

a jejim FeSenim (opét pouZijeme rozklad na parcidlni zlomky) dostancme
Infpe — As) — In{1 — 5) = ~ (g~ At + C,

prvni integral je
= As (=A%t __ i
E— -

a obeend Tefeni parcialnt diferencidlnd rovnice (3.34) je
H(s,t)= F (22500 ) < p (B2 i)
% 1—a&

¥ poéiteéni podminky (3.35) plyne

ph— As
.{11 :F =
(5,0) (1_3) ;
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a poloZimé-li 't‘{—_;‘: = z, dostaneme

VytvoFujici funkee po dosazeni a rozdifeni virazem —el*~#) je

pll =g)=(p=XgJe~ W gl = ) g} — peld=it)
M1 —3)— (g —As)e=G—plt 7 (g — AeP=p)t) . As(1 — eA—slt)’

II(s,t) =

Zavedeme-li pro zjednoduSeni zapisu daldi oznaceni

1 — glr=p
)= L= Actr—plt *

dostaneme po daliim vypodétu

A — preA—i)t ] _ pA®) — QA®) + pA() — 1)s

1
= = aagy B8 T
IT{s,t) [.” () 1 — At 1 - As A(l) J

1— s A(t)
neboli

[ea}
H(s,t) = pA(1) + (1 = AAB)(1 — pA(t) > (AAR)Y ™',
; et
odkud mifeme uzavrit, fe

Polt) = pA(l)
pi(t) = (L= AN — pAE)AA@DY T G2 1

Matice pravdépodobnosti piechodu mezi stavy vonofendho fetdzee {¥y,} je

1 ] 0 0
it A
Q - Atp 0 At {j
- 0 Ak g 0 A ?

vidime tedy, Ze stav 0 je absorpéni; populace, ktera zanikne, se jiz nemiZe obnovit.

Pravdépodobnost, Ze populace v fase t zanikne je

Al _
FEDY] A=p

P(Xy=0)=m(t) = { et
vy SRS
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a limitnim pfechodem pro £ — oo zjistime, Ze pravdépodobnost vymieni populace je

" (v 1 A<p
t—liﬂapﬂ J} o {'{ }\ = '”. ’

3.8. Obecnij proces mnoZenit a zdniku

Uvazujme opdt populaci jedinct, ktefi se mnohou rozmnoZovat 1 zanikat; rozsah

populace v fase ¢ je Markoviv fetézec, ktery je definovin intenzitami

Gijrr=Aj F=0,1,...
i1 =M, F=1,2,...

gir =0 jinak

fo = Ao

gi Ay gy F=13 0

matice intenzit tedy je

3 £ 0 0 0
g1 — (A ) Aq 0 0

Q=1 112 —(Aa+p2) X O

a soustava diferencidlnich rovnic pro absolutni pravdépodobnosti p;(t) mé tvar

Pot) = =Aopo(t) + papa (t)
Pi(t) = Xy () — (Mg + pg)pi(t) + pipapi(8), i=1,2..,

s poddtedni podminkou p;(0) = 1, p;(0) =0, j # 4.
Omezme se na vypocet limitnich pravdépodobnosti. K tormm ndm poslouzi vita 3.15.
Budeme predpoklidat, Ze viechny mtenzity Ay, 7 = 0 a py, j > 0 json kladné. Polom

matice pravdépodobnosti pfechodn vnofeného fetézee je

0 1 0 0]
o | . 0 o 0
. Ay Ayt
Q = 0 it 0 Az 4
Aztpia Ag s
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vidime tedy, Ze vnofeny felézee je nerozloZitelny. O tom, zila viechny jeho stavy jsou
trvalé, miiZeme rozhodnout napf. podle véty 2.23y nebo zjistit, zda existuje staciondrni
rozdéleni (k tomu podle véty 3.14 stadi ukdzat, 7 Y ies Tid; < 00, kde {m;} je TeSeni
soustavy 7@ = 07, nebot z ditkazu véty 3.14 plyne, e {m;q;} je invariantni mira ve
vnofeném fetézcl.)

Pokud jsou tedy spinény podminky véty 3.15, miZeme limitni pravdépodobnosti 7; =
limy—y0e pj(t) hledat jako FeSeni soustavy 7@ = 07T, které vyhovuje podminkam m; >
0, Xjes =1

UvaZovana soustava zui

— Agmp + pamy = 0,
Aj—tmjor — (Aj + gl + 4@ =0, 712 1

Polo#ime-1i
Pimi = Aj1mio = K j 21,

mfiFeme nasi soustava prepsal ve tvaru

Ky =0
HKipn—K; =0, 7=1.

Ziejmé ledy K; = 0 pro j = 1, takie

Aj— PEERD Ap_ghyoa A
. lTT_-;'—1i—"T il 2ﬂj—-2="‘: 1172 U?T{J:Pjﬁm
H Fif -1 LT B R L |

Ty =

kde jsme nznadili

I L
(3.37) pom I )lﬂ’ P>l
Fjhti—1 .-

Definujeme-li jc%f;é“ﬁ, = 1, miZeme psat

T = 25T, j =0

Refeni {m;, j = 0} bude pravd@podobnostni rozdileni pravé tehdy, kdyz S i
potomn bude platit

-1
KD
(3.38) T = pj (Zpk) a omp>0, j=0.
k=0

nl ienihovna
Cppil by UK
Bokolovska 83
788 ga PRARA B-Kariln



Pokud bude Ay = 0, bude stav 0 absorpéni a vnofeny fetézec bude rozloZitelny (bude
qiy = 1); pravdépodobnost, 7e populace, kterd md na poditku pravé ¢ jedined, né-
kdy vymie, je stejnd jako pravdépodobuost, Ze vnofeny Tetizee, ktery byl na podatku
ve stavu ¢ nikdy skonél v absorpinim stavu 0. Hledand pravdépodobnost vymieni je
Ity o0 Piolt); oznatime-li ji u;, miZeme ji urcit podle véty 2.20 pomoct pravdépodob-

nosti gf; Jako Tedeni soustavy

o0
r <
Ug— !?:n i L q:kuk‘: b= 1121 LRI

k=1
neboli jako Fefeni soustavy
A
Uy = o2 4+ = Un
Aq A+ Ay 4y
: As i
Uy . il b Uipy, 322

T A+ p
Bez ditkazu jestd uvedme, Ze postainjici podminka pro regularitu fetézce je
IR
i
Tato podminka zaruéuje regularitu v procesu ristu, kdy se rozsah populace jen zvétsuje;
nyni to viak neni podminka nutnd. Pro linedrni proces mnoZeni a zaniku je ztejmé tato

podminka splnéna.

3.9. Systémy hromadné obsluhy

Procesy mnofeni a zéniku maji &etné aplikace napf. v epidemiologii ¢i demografii;
lze jimi také modelovat celou Skilu tav. sysiémi hromadné obsluhy.

Systémem hromadné obsluhy obecné rozumime dynamicky systém, ve kierém pracuje
uréity podet stanic obsluhy (napf. bankovni pFepdZky, nddraini pokladny, opravirenske
a servisni linky apod.) Do systému pfichdzeji zdkaznici, aby byli obslouZeni; pokud
kapacita obsluby neni postadujici, vytvafeji frontu, ve které panuje urcity reZim, po
ukondeni obsluhy ze systémn odehédzeji. Obeend predpoklidame, Ze doby mezi prichody
po sobé nasledujicich zikazniki jsou nezdvislé nihodné veliciny se stejnym rozdélenim
A, doby obsluhy jednotlivich zdkazniki jsou nezivislé stejné rozdélené nahodné veliciny
5 rozdélenim B. Systém obsluhy je popsén trojici (A/B/c), kde ¢ je pocet stanic obsluhy.
Za pismena A, I? dosazujeme zpravidla M (exponencidlni rozdéleni), D (deterministické

rozdéleni) nebo G (obecné rozdélent).
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Systém (M /M /o).

Prichody zdkaznikii do tohoto systému tvofi Poissontiv proces s intenziton (tedy
doby mezi prichody json pezivislé ndhodné velidiny s exponencidlnim rozdélenim se
stfedni hodnotou }:}? doby obsluhy jsou nezavislé nihodné velidiny se steinym exponen-
cialnim rozdélenim se stiedni hodnotou :T.' Potet stanie obsluhy je tak velky, Ze kaZdy
zakaznik, ktery prijde do systému, je ihned obsluhovin a nemusi dekat ve fronté, Je-li X,
potet zakaznikil v systému v case ¢, je { X, > 0} proces mnoZeni a zdniku s intensibami

mno¥eni a zaniku
A=A 0€j<
Bi=Jju, 1£j<oqg,

tj. Markoviyv Fetézec se spojitym ¢asem a matici intenzit

- A A 0 0
joo ={A+ ) A 0
A

Q=10 20 —(A+2pu)

Diferencidlni rovnice pro absolutni pravdépodobnosti p;(t) tudiZ jsou

polt) = =Apolt) + pp: (£)

P(t) = Apj—1(t) — (A+ 5)pi () + (G + Dppiaa®), 1<j<o0
s pofitedni podminkou p;(0) = 1, p;(0) = 0,5 # i. Zndmou metodon vytvofujici funkee
prevedeme tuto soustavu na parcidlni diferencidlni rovnici pro vytvofujici funkei I (s, t)

a dostaneme rovnici

?Eé;’uﬂ = Als — 1M (s,t) — pls — 1}5%%”,
ili
(3.39) o LU A1 — 8)(s,1)

s it
§ poditetni podminkon I1(s,0) = s°.
Refeni této rovnice plyne z véty B.8 v Dodatku B, Podle této véty nejdiive Felime

soustavu obydeinych diferencialnich rovnic

els I

m———— . — !_ R e
il —3) Al — s}IT’
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fedenim rovoic s 45
g s

_- — (ﬂ, d_g = m——

JRLEL T

dostancme dva nezavislé intepraly
(1—s)e™t =, e w1 = Cy,
talZe obecné FeSeni rovnice (3.39) je tvaru
F[(1 - s)e ™ e~ w*IT] =0

pro néjakou diferencovatelnou funkei F' dvou proménnych. Odtud vyjadiime IT jako

implicitni funkel prvni proménné ve tvarn
(s,t) = e#* f((1— s)e™)

pro néjakou diferencovatelnou funkei f. Predpoklidime-li, Ze na po@itku byl systém
prazdny (tj. pa(0) = 1), spliwje II potitedni podminku If(s, () = 1. Pro funkei f tedy

plati
es*f(l—8) =1,

a polozime-li § = 1 — z, dostaneme

fiz)= e~ ull-e),

:T'_ oL
: p [ (DS @ T
Funkee II je fedy tvaru R AT 2
I{s,8) = e~ 3= pol1=e7) L=
sll=e [ 3 " ._1;‘_{‘4_
3 . i 3 s W . < ad e ey
Rozvineme-li druhou exponencielu v mocninnon fadu, dostaneme 2 e TARAL R o
o AT A
BENE WS T
[

. o 1 A k =5 y Foe ,-I,-
. R I _pmktyk ko TR TS
His,t)=e"k kz:zukl (p‘,) (1 — e F)hg™, > &

absoluini pravdépodobnosii pg(f) tedy jsou

1 /A" =gtk — 21— R
pk(t}:E = (1—e™#) e . k=0

Limitni pravdépodobnosti jsou

k
1
g = #Eripk(t} = i (i) e, k =10,



A
=
Omezime-Ti se ponze na vypodet limitnich pravdépodobnosti, miizeme je spoéitat

co# jsou pravdépodobnosti Poissonova rozdélend s parametrem

pfimo podle vzoret (3.37) a (3.38). Pro k = 1 dostaneme

Aooo-dior AR
[ T T

Pr =

a definujeme-li pg = 1, mime

Y ] 1 & ke 5
ZPLZE'}‘;" (I‘;) =gk < D,

k=0 k=0

ﬂ__l Jkkﬁ_i
B=Eein) B

co¥ je pfedchozi viysledek. Podminka Y77 mugn < oo je v tomto pfipadé@ splnéna a

odkud

viechny stavy vnofendho Fetézee jsou trvalé (a nenulové).

Systém (M/M/c).

Predpoklady o pfichodu zakazniki do systému a piedpoklady o rozdéleni dob ob-
sluby jsou stejné jako v predchozim pripads; pfichody zdikaznikd tedy tvoiil Peissoniv
proces s intenzitou piichodu A, doby obshihy jsou nezdvislé stejné rozdélend nahodné
velidiny s exponencidlnim rozdélenim se stfedni hodnoton :—‘7 podet stanic obshihy je
¢ < oo, Konetny pocet stanic obsluhy znamena, Ze je-li v fase ¢ v gystému nejvyse ¢
zakazniki, jsou viichni obsluhovani, je-li jich vEak vice nei e, jo soutasné obsluhovano
jen ez nich a zhyvajici ¢ekajl ve fronié. Predpokladime-li, 7e délka fronty miZe byt
libovolné dlouhd, je pofet zikaznikil v systému (v obsluze i ve fronté celkem) Markoviiv

retézec se spodetnou mpoZinou stavi a spojitym éasem, 8 intenzitami piechodu

G+l = Aj = A 0<i<oo
_ _{.?}u l£j=¢c
Tk SR cli el < 00

{ostatni intenzity g5, 7 £ & jsou nulové). Jde opét o proces mnoZeni a zdniku s in-
tenzitami A; a gy pravé definovanymi. Omezime-li se jen na vipoéet pravdépodobnosti

limitniho rozdéleni, dostancme ze vzorce (3.37)



limitni rozdélent existuje, pokud _% < ¢ Potom

7
1 A 1 3
;ﬁ(ﬁ)'fa‘ leyse
?Tj—_' i

" i
= X i -
%(“—c) e<j<oo

(kde jsme poloZili pop=1a R= 3, px)- 1 L
o fae

Stredni podet zakaznikil v systému v ustaleném provozu je

My Zjﬂ"j )
.

stfedni podet zakaznili ve fronté je

o :
i N -'
[ e = j‘?rj_i_;_- "

| i |
{

W

stfedni poéet obshihovanych zikazniki je

[ 4] o0
Ty = Z:f?fj E zﬂﬂkﬂ )
=1

F==1

pravdépodobnost, %e zikaznik nemusi na obsluhu &ckat, je

c—1
IJl — Z T."j?
J=0

pravdépodobnost ¢ekani na obslubu je Pp =1 — Py

Uwvazujme jeité systém (M/M/c) s omezenou délkou fronty: pokud je ve fronté jiz
r zakaznil, dalsi zdkaznici nemaji do systémn pfistup. Poéet zdkaznik( v systému je

potom popsin Markovovyi procesem s konednou mnoZinou gtavd a intenzitami

Qi1 = Aj = A Qaggralipiegaa ],

. _1__{3'# 12450
Tg-1 =l e e JE T4,
gix =10 7 3 k jinak.
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Limitni rozdélent je m; = p; /R, 0 <j < r+¢ kde

fo =1,

"y =

zatimco

Systém (M /M /1) 8 neomezenou délkou fronty je specialni piipad systému (M /M /¢)

pro ¢ = 1. Limitni rozdéleni existuje, pokud A < y; potom

AN _ = AN
ﬁj=(—) , 0= < o0, R:Lﬁ}f:(l—;) ,

i
/ =

s AN A
=5=() (-5) 2o

tedy

coZ je geometrické rozdéleni s parametrem % Stiedni pocet zakaznikl v systému je
A
T A
) = =
i TR
i

stiedni podet zikazniki ve fronté

m-EaG- D (B -By

stfedni poéel obsluhovanych zakaznikil jo mg = f‘;, pravdiépodobnost, Ze zikaznik ne-

T e

bude na obslubu éekat je P =my =1 — ij abd.

Urcéeme jesté stiedni dobu, kterou zakaznik strivi Cekinim ve fronté, a stfedni dobu

stravenou v systémn. Pledpokladejme nejdiive, Ze zikaznik se zatadi do fronty jako
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E—ti, k > 1, v systému tedy v okam#iku jeho piichodu je £ zikazniki (k — 1 ve frontd
a joden, ktery je pravé obsluhovan.) Potom doba, kterou nas zikaznik bude cekat ve
fronté, je déna soudtem dob obsluby zdkazniki ve [ronté pfed nim a zbytku doby za-
kaznika, ktery je pravé obsluhovin. Viechny tyto nahodné velifiny jsou nezavislé se
stejnym exponencidlnim rozdélenim s parametrem p (vime, Z¢ exponencidlni rozdéleni
je rozdéleni bez paméii, tudiz i zbytkova doba obsluby ma exponencidlni rozdéleni.)
Doba fekini na ohsluhn zakaznika, ktery Sekd ve fronté jako k—ty, tak ma Erlangovo
rozdélent Tadu k, jeho# distribuéni funkee je
Fi(z) = { 1—er B e 220
jinde.

Rozddleni doby &ckdni vypotteme podle vély o celkové pravdépodobnosti:

5 s o ()
F(tj ZZFk{tjﬂfkiZ 1—{3‘!‘52 . e
k=1 E=1 =0 I

co? je dale rovno

oo K 4 k
_A (1 A5 (1) (i)
i & H =0 j=1} ok H
oo ko i
Bl B G e
iz jt plg Bo—\e
20 k k =1
3o (-DEEC ¢
iz )= ko\p Iz
A
s 0 e ’:—(jl—}i}t
" (1 € )
pro t = 0. Odtud jiZ snadno zjistime, Ze stfedni doba ¢ckini na obsluhu je
= x 7
P pp—X

Celkovi stfedni doba, kterou zakaznik stravi v systémn, je dina stfedni dobou stravenou
ve fronté, ke kterd je nutno pfidist stfedni dobu vlastni obsluhy,
1 1
Wy = i A+ — = ———,
oo o= A
Analogicky lze odvodit rozdsleni doby stravené zékaznikem v systému; je to exponenci-

Alni rozdéleni s parametrem p— A
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Systém (M/G/1).

Je-li rozdéleni dob mezi pFichody zdkaznikii nebo dob obsluhy jiné ned exponencialni,
nemtizeme pofet zikaznikl v systému obsluly popsat Markovovym Fetézeem, nebot
takovy proces nemusi mit markovskou vlastnost; v nékterych pfipadech viak maZeme
teorie Markovovych Fetézel vyu#it.

Systém (M/G/1) je systém hromadné obsluhy s jednou stanici obsluhy, ve kierémn
piichody zdkaznikti tvoii Poissoniiv proces s intenzitou A (doby mezi pfichody maji
exponencialnf rozdsleni se stiedni hodnoton ), doby obsluhy jsou nezdvislé stejné roz-
dalené nahodné veliffiny s obeenym rozdélenim, které ma distribuéni funkei G a koneénou
stiedni hodnotu m.

Uvanjme Lento systém jen v Casech, kdy odehdzeji pravé obslouZeni zdkaznici. Necht
X, znadi pofet zikaznikii ve fronté bezprostiedné po odchodu n—tého obslouZeného
zakaznika (n > 1), necht ¥, znadi podet zdkaznikd, ktefi do systému piijdou béhem

obsluhy (n + 1)—niho zdkaznika. Zfejmé je

{Xﬂ—l—!-}; An>0
yrt Xn=1.

Proto#e piichody zakaznikdl tvofi Poissoniiv proces a sledujeme je v disjunktnich caso-
virch intervalech, jsou ¥;, nezavislé nahodné velidiny se stejnym diskrétnim rozdélenin:
pro pevnou dobu T obsluby (n + 1)—niho zakaznika ma Y, Poissonovo rozdéleni s pa-

rametrem Ar; celkovd pravdiépodobnost je
= 1
Pty =R)= [ e g On)idG(r) = ax, k20
ﬂ -

Snadno se piesvediime, e Y o ,ar = 1, tedy {ax} je pravdépodobnostni rozdéleni.

Stfedni hodnota tohoto rozdéleni jo
o
g=F¥5= Zk 0 = A
k=0

7 nezdvislosti ¥, plyne, Ze posloupnost {X,, } méd markovskou viastnost; je to homo-

genni Markovilv Fetézee s diskrétnim ¢asemn a pravdépodobnostmi pfechodu

P(Xny1=jlXn=df=aj441 21, 3211
= G, i=0

=0 jinak.

119



Matice pravdépodobnosti prechodu tudiz je

(2 4] iy L T ¢
Iy iy i3
p=| 0 ay @ a2
0 0 p iy

Zabivejme se nyni podminkami existence stacionérniho rozdéleni v fetézci {X,}. Sou-
stava rovnic w7 = w7 P zni

jt1
(3.40) Ty = s+ Y MiGjois1, § 2 0.

i=1
Refme tuto soustavu metodon vytvofujicl funkee. Oznaéme jako A(s), [T(s) vytvofujici
funkee posloupnosti {a;}, {m;}. Vynasobime-li obé strany ve vztahu (3.40) &7 a secteme

viechny takové rovnice, dostaneme

A

fI(5) = mpA(s Z z Tl it L5

= :rruﬂ i Z"!‘f Z aj_;'+13j_tr+1

j=i—1
= mpA(s) + 8~ (H{sj — )t A(s),
odiud vyjadiime

(s = Dmod(s)

(3.41) ) ==

Limitnim prechodem pro s — 1 zleva dostaneme pouzitim 'Hospitalova pravidla

) E“s
Vidime tedy, Ze 3 x; je konvergentni, pravé kdyZ p < 1, a je rovna 1 pro mg = 1 — p.
Dosadime-li zpét do (3.41), mame

_ (s = 1)(1 = p)A(s)
I(s) = P T —,

Pro p < 1 tedy stacionarni rozdéleni existuje a pravdépodobnosti 7; dostaneme rozvo-
jem IT(s). Stiedni délku fronty spofteme derivovanim jake II'(1) (derivace zleva).
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3.10. Cvideni a doplitky

Cvigeni 3.1. Nechi @ je matice intenzit Markovova Fetézee s N stavy a spojitym

dagem, t.j.

N
gij = 0,7 F 054 = —qi = D,Zfﬁj S
i=t

Dokagte: Je-li ¢; = 0 pro néjaké 4, je @ rozlofitelnd matice (viz Dodatek B.)
Cvideni 3.2. Nechl @ je konefnd matice intenzit takova, Ze g; > 0V 4. Necht
Q* = DQ ¢ I*:

kde D = diag[i—,,, % ;L;}, a N je fad matice. Potom QF je stochastickd matice a je

nerozlofitelna. Dokaite,

Cviceni 3.3. Nechf @ je koneéni matice intenzit takovd, Ze ¢; > 0V 7. Potom ¢&islo

nula je vlastni ¢islo matice Q. Dokazte.

Cviteni 3.4. Neehf X;,..., X, jsou nezivislé stejné rozdélené nahodné veliciny s ex-

ponencialnim rosdélenim s parametrem A, t.). s bustotou

= { de=™2= x>0

1] & < )

DokaZte, e ndhodnd velitina Wy, = X; +--- + X, mi hustotu

1{£—lszm*}n—l
falg) =4 ~ @D F2D
0 <0

a distribuéni funkei

_ p—hz o=l (As)
FalE)= { 1— e 3% 5 5 i g
€I

(Erlangovo rozdéleni fadu n).

Cvideni 3.5. Necht X je ndhodnd velifina s exponenciilnim rozdélenim. Potom pro
viechna s, = 0 plati
F(X >s+tlX >35)=P(X >1t).
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Cvideni 3.6. Necht X, Y jsou nezdvislé nahodné velifiny s cxponencidlnim rozdele-
nim, X s parametrem A a ¥ s parametrem . Potom nihodnd veli€ipa min(X,Y) mé

exponencidlni rozdéleni s parametrem A+ a dile plati

P(X >Y)= )\i“,

Cvigeni 3.7. Necht {X,,,n € Ny} je posloupnost nezdvislych nahodnych veligin, X,
mé exponencilni rozditleni s parametrem Ap > 0,n € My. Potom plati

(= ] (o)
ZX,;{ms.j.-izer;:{co

n=i n=>0

(Resnick (1992}, proposition 5.1.1).

Cviceni 3.8. Uvalnjme matic

1. i 0 0
2
g —p P 0
= 2

Q=|prg 0 -p p -]
plg 0 0 -p
kde 0 < p < 1, p+ g = 1. Pfedpokladejme, Ze @ je malice intenzit Markovova Tetézee
se spojitym fasem a spofetnou mnofinou stavi. Najdéte matict pravdépodobnosti pre-
chodu ve vnoveném diskrétnim Fetézei a ukaite, 7e v tomto Fetézel existuje staciondrni

e # x iy r - H et - - oo
rozdélent. Dale ukasie, Fe jedind FeSeni soustavy 7' Q = 07T, pro které 2 ima T <00,
je trivialni fefeni m; = 0¥ j = 0, tedy stacionarni rozdéleni v fetézel s matici intenzit

} necxistuje.

Cviceni 3.9. Uvaiujte model telefonni tistfedny se tfemi linkami. Urcete matici Q*,
pajdéte P(t) = ¢?* pomoei Perronova vzorce a uréete rozdéleni absolutnich pravdépo-

dobnosti v éase £.

Cvigeni 3.10. Na stavbd pracuje N svifetd, ktefi nahodné a nezavisle odebiraji proud.
Svafed, kiery v dase £ neodebird proud, zadne v intervalu (#,£ + k] proud adebirat
5 pravdépodobnosti A + o{h); svafed, ktery v Case i proud odebiral, ukonéi odbir
v intervalu (£, + h] s pravdipodobnosti ki + o(h). Necht X znadi podet svafedi, ket

v ase ¢ odebiraji proud. Najddte matici intenzit Markovova Tetdzce {Xi,¢ 2 0} a
A
At

dokazle, Ze limitni rozdéleni je binomické s parametry N a
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Cviteni 3.11. Piijesdy autobusu do stanice tvori DPoissontiv proces § intenzitou A.
Closta autobusem ze stanice do mista bydlisté trva R Sasovych jednotek; stejna cesta
vykonanad péiky trvd § Easovich jmin-:uték. Osoba, kterd pfijde na stanici, vy&livi pii-
jezdu autobusn, ale jen po dobu s; pokud do této doby autobus nepfijede, vyda se na
cestu pisky. Urdete stfedni dobu, za kterou osoba, poté co pfisla na stanici, dorazi do

mista bydliste,

Cvigeni 3.12. Nechf {X,,1 = 0} je Poissonilv proces s intenzitou A. Necht Sy je doba

do p¥ichodn prvni uddlosti tohoto procesu. Dokazte, fe

0

P(S <s|Xe=1)= % 0<s <t
(rovnomérné rozdéleni na intervalu (0, t)).

Cvieni 3.13. Uvanjme stanici obsluhy, kterd miiZe obsluhovat souCasné nejvyse dva
zakazniky (napf. dvojitd telefonni budka.) Pravdépodobnost piichodu zikaznika v in-
tervalu (£t + &) je AR + ofh), pravdépodobnost, 7e zikagnik, ktery je v Case t joslé
obslihovan, bude v intervalu (£, £+ h] obslouZen, je ph+ o(h). Zékaznici, ktefi nemohou
byt ihned obsloufeni, se fadi do jediné fronty.

a) Sestavie diferencidlni rovnice pro pravdipodobnosti P;(t), Ze v ase £ bude ve

stanici (v obsluze i ve fronté) pravé j zikaznika.
b) Zjistéte, zda existuji limitni pravdépodobnosti; pokud ano, spoctéte je.

¢} Spottite stiedni potet séakaznikil v systému v ustalendm provozu.

Cviteni 3.14. Kapacita podzemmniho parkovigté obchodniho domu je 100 vozii. Na
parkovidté piijizdi viiz v priméru kaZdych 5 minut; je-li obsazeno, viiz nefekd a od-
jizdi. Primérma doba, kterou viz parkuje, je jedna hodina. Najdéte limitni rozdéleni
podtu vozil na parkovisti, predpokladame-li, ze doby mezi pFijezdy na parkovisté i doby

parkovani jsou nezdvislé nahodné velidiny s exponenciilnim rozdélenim.

Cvideni 3.15. V holitstvi pracuji 3 holi¢l. KaZdy z nich obslubuje jednoho zikaznika
primérnt 10 minut. Do holidgstvi pfichdzi v priméra 12 zakaznikit za hodinu. V piipadé,
e 3adny 2 holith neni volny, zédkaznici dckaji v jeding fronté, pricemi zikaznik, ktery
by se musel do fronty zafadit jako ctvrty, odchdz neobslouzen.

Uréete limitni rozdéleni podtu zakaznikil v holidstvi (ve fronté i v obsluze), stfedni

potet zdkazniki ve frontd a pravdipodobnost, #e zakaznik odejde neobslonZen.
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4. PROCESY OBNOVY

4.1. Definice a zdkladni vlastnost:

V piedchozi kapitole jsme si ukdzali, Ze PoissonQv proces je tzv. Citaci proces, tedy
proces cclodisclnych ndbodnych veliding ktery udiava pocet udalosti, jeZ se vyskytnou
v Casovém intervalu [0, £]. Vime také, Ze doby mezi prichody jednotlivych udalosti Pois-
sonova procesi jsou nezavislé stejné rozdélend nahodné veli€iny s exponrencialnim rozdé-
lenim s parametrem A (stfedni hodnotou i}? kde A = 0 je intenzita Polssonova procesu.
Nyni se budeme zabyvat obecndj$imi ¢itacimi procesy, kdy doby mezi uddlostmi maji

obecné rozdélent.

Definice. Nechf { X, n € Iy} je posloupnost nezdvislych ndhodnyeh veliéin, kterd
nabyvajl pouze nezapornyeh hodoot; dale predpokladejme, Ze X5, Xo, ... maji stejné

rozdéleni 8 distribuéni funkei I, kde F(0) < 1, a se stfedni hoduotou pu. PoloZme
Sn=) Xp, m20.
k==0)

Potom proces nahodnych velidin {N,, ¢ = 0} takovych, Ze
Ny =supin: 5, <t},

se nazyvi proces obnovy. Jestlize P(Xp > 0) > 0, fikime, Ze N, je proces obnouy se

zpozdénim. Funkce m(t) = EN; se nazyvi funkee obnowy.

Poznamka. Vzhledem k tomu, Ze pfedpoklidime X; > 0 s pravdépodobnosti jedna a
F0)y=P(X;=0) <1, je p>0.

Nahodna velidina 5, znadi Cas, kdy dojde k vyskytu (n-+1}—ni nddilosti (obnovy}, N,
je pocet obnov v intervalu [0, f]. Je-li Xy = Sy = 0, povaZujeme politek za ¢as obnovy.
Nékdy v tomto pfipadd mluvime o €istém proecsu obnovy. Nahodné veliciny X, Xo ...

Jsou doby mezi obnovami.



Piiklad 4.1. Typickym piikladem procesu obnovy je proces vymény soucisti néjakého
zafizeni v nepfetrzitém provozu; jakmile dojde k poruse, je soucast nahrazenou novou
souddsti stejného druhu. JestliZe plivodni soucast byla nova, je proces vymeén popsan
Cistym procesem obunovy, v pFipadé, Ze pivodni souéast byla pouZita a pfi daldich vy-
ménach se nahradi vidy novou, mluvime o procesu obnovy se zpoZdénim.

Jinym pifkladem miize byt nerozloZitelny Markoviiv fetézec s diskrétnim fasem a
konednou munoZinon stavi. Potom pofet ndvrati do stavu j je proces obuovy (€isty,
jestlize na poditkn byl fetdzec v 7, a se zpozdénim, byl-li na podatku ve stava i # j).
Doby mezi ndvraty jsou nezdvislé ndhodné veliiny (véta 2.5).

Rozdéleni podtu obnov edvodime snadno, kdyZ si uvédomime, Ze
(4.1) [N <n]<=[S.>t] n=0

Potom
PiNg=n)=F8, y2t<8;) nzl

Pozndmka. P(N; > n) = P(S, € t) = F,(t), kde F}, je distribuéni funkce nihodné
velidiny S,,. Tuto distribuéni funkel milZzeme vyjadiit jako konvoluci distribuénich funkei
nahodnych velidin Xg, Xq,. .-, Xy, @ Jestlize Sy =0, je F, () = F** (1), » = 0, je-li § >
0 a Xp ma distribugni funkei G, je F,(t) = G+« F™, n > 0, kde F™ je n—t4 konvoluéni
mocnina distribuéni funkee F (je FO*(t) = I([0,00))(t), F'* = F, F" + G = @, viz
Dodatek A.) Pro daldi avahy zavedeme oznaceni

(4.2) U =3 ).
n=>0

Nyni miZeme snadno vypocist funkei obnovy.
Véta 4.1, Pro funkei obnovy plati

o
m(t) = z P8, <1)<oc proviechna 0 <t < oc.
n=(}

Ditkaz. Ziejme N; je celofiselna nihodnd velidina nabyvajici jen nezapornych hodnot,
tedy podle véty A.2 Dodatku A

m(t)=EN, =3 P(N,>n)=)_ P(S, <#).

=0 n=>0
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Zhytek véty dokiaZeme pro zjednoduSeni a urychleni vykladu jen pro Xy = (0; dikas
viak nephfinagi zadné potiZe pro procesy se zpoidénim.

Uvazujme Laplaccovu transformaci distribuéni funkee I7, t. j.
- 5.5 ]
F{A)y= f e dF(x)
0
pro A > 0. Ziejmé F (A) < oo pro vEechna A = 0 a déle plati
lim F(A) = lim (F(0) + f e~ dF(x)) = F(0).
A—voa s {0.00)

Protoze predpokladime F(0) < 1, je ﬁ > 1; uvazujme 1 < g < ﬁfm a A tak velké, Ze
+F(A) < 1. Nyni méme

Lo ] ] s
z Plawzt) = Z?"P(Sﬂ <t)= Z’T“P{edf"" > e” M)
=l

=0 =}

o el
<MY B = MY (7F(N)” < oo,
=0 =0

kdyz jsme vyuzili nerovnosti
P(X 2 a)<a'EX,

kterda plati pro nezdapornou ndahodnou wvelicinn X a libovolné a > 0, a dale vlastnosti

Laplaceovy transformace (viz Dodatek A.)
O

Poznamka. Pro Gisty proces obnovy je m(t) = U(t), pro proces obnovy se spozdénim
jem(t) = (G = U)(L). >

Priklad 4.2. UvaZujme sty proces obnovy, ve kterédm doby mezi obnovami maji ex-

ponencialni rozdélend s distribuéni funkel I a hustolou

Ae—A o=}

Vime jiz, #e soudet n nezavislyeh stejné rozdélenych nahodnych velidin s exponencidlnim
rozdélenim ma Erlangovo rozdélent fadu n s hustoton
).E:_‘l;'-{'}.z:}“—l

Falnfe e x>0
f * < 0.
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Mizeme tedy vyjadiit ™" pomoci hustoty a pro funkel obnovy dostaneme pro £ > 0

o S 1
m(l) =U(t) =) F™{#) =F"()+ ) [{ Tula)de
=1 1

=0

et Fompt 05 e
= {1 +f o o S b5 W Y
)+ ] Y

{re—1)!

Véta 4.2, Necht P(Xg < 0o) =1 a EX, = p < co. Potom s pravdépodobnosii jedna

N 1
lim — = —.
t—roo f 1

Ditkaz. VyuZijeme vstahu (4.1) a silného zdkona velkych éisel, podle kterého s pravde-

podobnosti jedna

] 1
lim E: lim —{Xg+ Xy 44+ Xy) = i

Te-=p 2 TL fe—r o TL

Potom postupujeme podobné jake v ditkazu véty 2.27.

Véta 4.3. Neeht! P( Xy < co) = 1 a necht doby mezi obnovami Xy, Xo, ...

nou stfedni hodnotu p a koneény rozptyl o2, Potom plati

m P | & <y = P(z),

L—#0 e _ta_
JL

kde & je distribuéni funkee normovaného normainiho rozdéleni.

Diikaz. Vétu dokidZeme stejnymi avahami jako viétu 2,25

]

maji koned-

0

Pripomeinme definici markovského ¢asu: celodiselnd nahodna velidina 7 nabyvajict

hodnot # mnoZiny My U {oc} je markovsky ¢as posloupnosti uezavislych ndhodnych

velitin {X,,,n € Ny}, jestlife Jev [ = nl patfi do o— algebry generovandé nahodnymi

velidinami Xg, ..., X, (nezdvisi na veliéindch X1, Xnga,...).
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Véta 4.4 (Waldova identita). Nechf X, Xp. .. jsou nezdvislé sieiné rozdélend ni-
hodné veliéiny s konecnou stfedni hodnotou a necht nihodnd velidina N je markovsky

¢as posloupnosti {X,,n > 1} takovy, ¢ EN < oo. Potom
N
ESy=E (Z Xn) = ENEX;.
n=1

Dhithaz. Plati

L= u]

o0
Sn=Y XuI(N2n)=) Xnly,
n=1 1

kde jsme oznagili I,, = I{N > n). ProtoZe N je markovsky ¢as, jev [V > n] stejnd jako
[N < n] zdvisi jen na velifindch Xy, ..., X,_;, tedy ndhodnd velicina I, nezdvisi na X,,.
Je tedy podle Fubiniovy véty a podle véty A.2 z Dodatku A

oo oo oz o0
ESN:EZ-XHITI :ZE{X,,I“) :EXIZF{N s ﬂ'} = EXIZP(N} n}
=l =1 n=1 n=(}

=EX 1 EN.

Uwvafujme nihodnou veli¢inu

Ny
i =3 %
=0

ziemé Ny je markovsky ¢as posloupnosti Xg, Xy, ..., nebof
[Ny =n] <= [Xo+-+ X1 <t<Xo+-+Xy, nzl

a [Ny = 0] nastane jen kdyZ [Xy > £]. Je tedy Sy, €as prvni obnovy po t, zatimeo Sn,—1
je Cas posledni obnovy v [0, 2.

UvaZujme nyni ¢isty proces obnovy a zastavime ho pfi pryni obnové po éase §; jestlize
doby mezi ndvraty maji konefnoun stfedni hodnotu g, plyne ihned z Waldovy identity,
ie

(4.3) ES, = p B(N:) = s m(t).

Nyni mtiZeme vyslovit vétu:
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Véta 4.5 (Elementdirni viéta obnovy). Pro funkei obnovy m(t) plati

mt) { 5 h<®
4.4 lin et =4 ®
(4:4) N 1 0 jinak.

Diikaz. Predpoklidejme ngjprve, e p < oo, Polom z tvrzeni véty 4.2 a Fatouova lem-

matu mame

1 . BN, . 1
(4.5) —=F lim = < lim L = lim M
) fieo b ritoo b TL=h 0

Nyni polozme J?g =0apron=1,2,... definujme nihodné veli¢iny

X__{Xn An < M,
"M X5 M.

kde M je kladna konstanta. PoloZme 5';,, = E?ﬁﬂ f_.,-, Kft = sup{n : §.,. < t}. Protoke
doby mezi obnovami v procesu Ny jsou rovny nejvySe M, mame pro ¢as prvoi obnovy

po ¢ v tomio procest
Sﬁ: =i+ M,
odtud a = (4.3)
par (D) < £+ M,

kde e = EX;. Odtud dostdvame

fm i) < _._1.,..

Proloie S, < Sy, je Ny > Ny a také m(f) > m(l), takie
(4.6) FERL i i

Odtud limitnim pfechodem pro M 7 o0 mame

ﬁ T”.{i-) 'C_:_f_ i

t—oo i !

coZ zpolu 8 {4.5) ddvi (4.4).
Je-li it = oo, uvaZujeme opét uscknuteé doby % «) protofe nyni pay 7 oo pro M 7 oo,
dostaneme vysledek limitnim plechodem » (41.6).

(I
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UvaZujme opét proces obnovy { Ny, £ = 0}. Piedpokladejme, Ze s kaZdou obnovou je
spojen uréity vinos (nebo niklad, ztrita); necht R, je vynos siskany v éase S,,. Predpo-
kladejme, Ze {R,,n = 1} tvoii posloupnost nezdvislych stejué rozdélenych nahodnych

veliéin (zavislost mezi X, a £, se nevyluéuje) a nezdvislych na 7y, Neeht

je celkovy vynos do Casu {.

Véta 4.6. Necht FX, = p < 0o, EjR;] < oo a Xy, Ry jsou koneéné. Potom plati
(1) limg e _Ritl_ e ﬁ s pravdépodobnosti jedna,
a9y 1 B
lij} l]mﬁ—l-cx} _"'E[:ﬁ = E:

kde p= ER,.

Duikaz. DokdZeme jenom (1), Mime
RUy 35" Be 2t By Nl

— n={}

t ¢ T | t

Pro t — co také Ny — oo a podle zakona velkych &isel pro posloupnost {R,} (Stépan

{198?}, véta .[V.Z.Q}
Ny

E: ERH—},@

E E’ﬂxl

s pravdépodobnosti jedna. Podle vity 4.2 %FL — i s pravdépodobnosti jedna, odkud

plyne visledek. Ditkaz (2) lze nalést napf. v Resnick (1992), kap. 3.4.
O

4.2. Rovnice obnovy
Rovoice obnovy je konvolucni rovnice tvaru
(4.7} Z =g 4+ 24 =z +FxZ,

£
2) =)+ [ 2= )ab) == + [ Pe-1)az(),

kde vSechny funkee jsou definovdny na [0,00) (pro ¢ < 0 jsou identicky rovny nule.)

Funkee 2 je nezndmad, z je zndmd a F' je distribucéoi funkce nezaporné nahodné veliciny.
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Pfiklad 4.3. UvaZujme funkci obnovy m(t) = U(t) = 300, F™*(t). Z vlastnosti kon-

voluce plyne

U(t) = FO()+ > (F+F-10) () = F”'{t}HF*i FO=UN(1) = FO*(6)+(P+U)(2).

n=1 n=1

Funkee obnovy tedy vyhovuje rovnici obnovy, stali polofit z = F™, Z = [J. Podobn#

bychom postupovali pfi procesu obnovy se zpoZdénim.

Opakujeme-li postup v {4.7), vidime, Ze funkee F' musi spliiovat

i [ ]
Z —z 4+ ZxF=2 42+« F+Z+F*=...=2 —|-Ez *F‘““:z*ZF“‘.
n=1 e[}

Dostavame tedy, Ze fefeni rovnice obnovy je tvaru

(4.8) 20) = =+ U)O) = |+l —n)aU(w)

kde U{t) je dina vzorcem (4.2).

Je-li z lokdlng omezend, §.j. plati-li supgecq |2(t)] < 00 ¥V T = 0, je (4.8) jediné
lokalng omesené feSeni rovnice (4.7) (Resnick (1992), kap.3.5.)

Pomoci rovnice obnovy a jejiho fefeni mGZeme urdit dileZité charakteristiky procesu

obnovy.
Priklad 4.4. Uvainjme tzv. rekurencni dobu
B(t) = Sy, — 1,
t.j.dobu mezi £ a ¢asem do ndsledujici obnovy (zbytkovd doba Zivola). Hledejme roz-
déleni B(t) v cistém procesu obnovy. UkdZeme, Ze pro P(B(t) > z) plati rovnice (4.7).
Pro z » (} mame
P(B(t) »z)=P(B(t) >z, X1 >t)+ P(B{t) >z X, <t).

Je-li Xy > ¢, je Np =1, tedy

PB(t) >z, X1 >t)=P(X1>t+z)=1—-F(t +x).
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Dile mame

o0
P(B(t) >z, X1 €1)=P(Sy, —t >z, Ny 22)=> P(S,—t>z, Ny =n)

n=2

=3 P{Ss =438 Spg St8,)
n=>xr

e ) t
- Z[ P(Sa—t> 1, Say <1< SplX; = y)dF()
o

=2

o3 I
:E_/ Ply+Su1~=1t>2, y+ Snz =t <y+ Sp_1)dF(y)
n=2 0

Il

oo o
Zf BEE o < fegiovm B pdidcwn i S0
n=2""0
a odtud po kratsi tpravé dostaneme
(4
P(B(t) >, X, <) = f P(B(t—y) > 2)dF(y).
0
Celkem tedy mame
L
PB()>z)=1~-F(t+z) +f P(B(t—y) > z)dF(y),
0

coZ je rovnice obnovy (4.7), ve které Z{(1) = P(B(t) > z),2(t) = 1 — F(t + ) pro pevné

x. Reenim této rovnice dostaneme podle (4.8)

P(B(t)>x)= '[;{I — F{t+z —y))dU(y).

4.3. Cvicent a doplnky

Cviceni 4.1. Necht {N;,t > 0} je ¢isty proces obnovy, ve kterém doby mezi obnovami
maji exponencialni rozdéleni s parametrem A. Potom {Jﬁ_, t = 0}, kde Ny = Ni — N, je
Poissonitv proces s intenzitou A. Je tudiz m(f) = EN; = At + 1 (srovnejte s vysledkem
piikladu 4.2). DokaZte, Ze pro rozdéleni rekurenini doby B(t) plati

P(B(t)>x)=e™, >0

(B(t) mi exponencidlni rozdéleni pro kaidé ).
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Cvideni 4.2. Zpétnd rekurendéni doba A(t) je doba mezl posledni obnoven a ¢asem ¢
delinovand predpisem
Aty =t = Sn,—1, L2 5.

Uzijte stejného postupu jako v pfikladu 4.4 a dokafte, Ze v Cistém procesu obnovy

rozdileni A(t) vyhovuje rovnici obnovy
T
PA(t) < z) = (1= F(#))1([0,00))(x) +fu P(A(t—y) = z)dF(y).
Jo-li F' distribucni funkee exponencidlniho rozdéleni, ukaite, Ze

{1—152*M t>x
1 i< x.
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DODATEK A

1. Vytvorugict funkce celoéiselnijch ndhodnygch veliéin

Definice. Necht {an} = {an,n € No} je posloupnost redlnych fisel, Jestlize mocninnd
Fada A(s) = 3 oLy @ns™ konverguje pro |s] < s pro njaké s > 0, potom A(s) nazveme

wytvoiugici funkei posloupnostl {an}.

Pripomefme zdkladni vlastnosti mocninnych fad:
(i) Ke kazdé fadé typu S0 o ns™ existuje takové tislo 0 = R < oo, %e pro [s| < It
tato fada konverguje a to absolutné; pro |s| > R fada diverguje. Cislo R se

nazyvé polomér konvergence a plati

T 1.—1
B={Jmn lal*)

.- e (s roa L% 4] =
(i) Ma-li Fada A(s) = ) Lq ans™ polomr konvergence R, maifada Sor, nags™ !

polomér kenvergence R a pro |s| < K plati

o0

B ey s areay -1
afl[a} == Af(s) = Z_;nansﬂ
Daliim derivovanim dostaneme pro |s| < R
o
AP(5) = Z nn—1)...(n—k+ a,s" .
n=k

Pro koeficienty a,, plati
an = A™(0)/n!l, n=0,1,...

(iii) Abelova véta. Necht fada A(s) konvergnje v poloméru R = 1. Potom plati

(5 u]
Zaﬂ =g <oco= lim A(s)=ga;
n=(} et

je-li @, > 0 ¥n = 0, potom

(s ]
sl_l}r]n_ A(S] = Zﬂﬂ'u =a < o
(iv) Tauberova véla. Necht Fada A(s) konverguje v poleméru i = 1. Predpokladejme,
Fe a, =0 VY= 0. Potom

L

. .
ﬂlgrulc1 = gak =a< 0% g!-LITi‘l_{I ~ 5)A(3) = a.
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Limity A(s), A'(s), A®)(s) pro s = 1 zleva budeme naddle pro zjednoduSeni oznacovat
jako A1), A'(1), A®I(1),

Necht X je nezdpornd celodiselnd ndhodna veli¢ina s rozdélenim {p,,n € Mo}, Vy-
tvofujici Nunkci posloupnosii {p.} vazivime vytvorujici funkei ndhodné velicing X,
mmagime P(s), nebo pfesndji Py (s). Plati Py (1) = Yol e < 1, piiemz Px(1) = 1
tehdy a jen tehdy, kdy# P[X < oo] = 1 (fikdme, 7¢ X je vlastni ndhodna velifina).
Polomér konvergenee Py (s) je tedy nejméné 1.

Véta A.l. Pro momenty (viastni) ndhodné veliciny X plati
EX = Px(1),
EX(X-1)...(X —k+1)=PF(1),
var X = Py(1) + Pi(1) = (PY(1))? (e-li Py (1) < o).

Ihikaz. Pro 0 < s < 1 mame

oa [na}
. _ 1
Pyls) = E s =T E NPps = = — 2 NPps"
n=1 n=1

'Tb_
a podle Abelovy vily aplikované na posloupnost {np, }

&1_1,1%1_ Py(s) = Py (1) = Z np, = EX.

Ohdobné dostaneme

L
(k) P » iy — ¥l
lim Py(s) = Py(1) = Z_;n{n ...(n—k+p, = ulf],

kde pt®l = EX (X —1)...(X — k+ 1) je k-t§ faktoridlni moment X.

Priklad. Vytvofujici funkee Poissonova rozdéleni s parametrem A je

Pxls) =) — Z Ao _ oxe-m),

me==l0 n=(}

Odtud Pl(s) = AerC-1, Pli(s) = A1 . P — akeMs-D) Tyudiz BX =
A =2k var X =X 4+ A=A =)
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Véta A.2. Necht Py(1)=1. Pron=0,1,... poloZme '

[}
i = -P{X = ﬂ-} = E Py

j=n+l
Necht Q(s) = S0 qus™ je vytvofujici funkee posloupnaosti {g.}. Potom

(1) Q(s) = %ﬂ! 5] < 1.

Pro momenty nahodné veliéiny X plati

EX =0Q(1), varX=2Q(1)+Q(1)-Q*1).

Dikaz. Kocficient u ¢lenu s* v rozvoji (1 — s)Q(s) je ¢n — qu-1 = —Pn, » =2 1 a

qo = 1 — py. Tedy

(2) (1-9)Q(s) =1=po— Zpﬂsﬂ =1-— Px(s).

=1

Odtud plyne (1).

Nyni dokagme tvrzeni EX = Q(1). Vztah (2) plati pro kaZdé |s] < R, kde I je
polomér konvergence fady Py (s); derivovanim dostavame Py () = Q(s) — (1 - £)Q'(8).
Joli B> 1, dosadime s=1. Jeli R=1a EX < oo, mime

[4.4] o
By, = Z Pk = Z kpr — 0 pron —r oo
f=n+1 h=n+tl
atedy i £5°0 , kgx — 0. Podle Tauberovy vity (1 —s)Q'(s) — 0 pro s — 1—, tedy
P (1) =@Q(1). Jelli R=1 a EX = 400, potom tvrzeni plyne z¢ vztahu Py (s) < Q(s)
pro 0 < 5 < 1 a z limitniho pfechodu v této verovnosti pro s — 1 —. Vatah pro rozptyl
se dokiZe analogicky.
=
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2. Konvoluce

Definice. Nechl {a,,n € N}, {by,n € Ny} jsou posloupnosti redlnych Eisel. Definujme

posloupnost {e,,n € My} pfedpizem
en = oby +aily_y +---+aphy, nz=0.

Posloupnost {e, } se nazyva konvoluce posloupnosti {an}, {ba}, znadime {e,} = {a,}
i
il’n}-

Véta A.3. Necht {a,},{b,} jsou reilné posloupnosti s vytvofujicimi funkcemi 4, B.

Potom vytvefujici funkee C jejich konvoluce {ey,} je dina vyrazem

Dhikaz Plyne 2 ndsobeni moeninnyeh Fad A(s) a B{s) a porovninim koeficienti u stej-
nich mocnin s.

O

Snadno lze ukazat, 7o operace konvoluce je asociativol a komutativai. Posleupnost
{an} = {a,} se nazyva druhd konvolucdni mocnina posloupnosti {ay }. Budeme ji znacit
{a,,}2*. Podobné definujeme k-fou konvoluéni mocninu predpisem {a, ) = {a, }F~1*x
{a,}. Definujime {a,}* = {1,0,0,...}; potom {a,}** = {a.}. Je-li A(s) vytvorujici
funkee posloupnosti {a, }, je A¥(s) vytvofujici funkei posloupnosti O L

Nechf Xy, Xo jsou nezavislé celoéiselné nahodné veliciny s rozdélenim {}?511}}, {pfj}.
Necht § = X| + Xs. Potom rozdéleni ndhodné veliciny S je {pr}, kde

k
pe = P(S = k) = 3 P(Xy = j)P(Xa = k — j).
F=0

Tedy {pn} = {pg}} * {pif}} a pro vytvofujiel funkce plati
Ps(s) = Py, (5)Ps, (s)

Specidlng, jsou-li ndhodné velitiny X, Xa stejné rozdélené s roudélenim {a,}, je roz-
déleni jejich soudtu drubou konveluéni moceninou posloupnosti {a,,}. Tolo tvrzeni lze
indukei rozditit na soudet libovolného konetného souétu nezavislych stejné rozdélenych

nahodnych veliéin.
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Definice. Necht F je distribuéni funkee nezaporné nahodné veliéiny, t.j. F(z) = 0,z <
0 a necht G je funkee definovand na By = [0, 00), kterd je lokdlné omezend, t.]. omezend

na kaZdém konedném intervalu. Konvoluce funkei F', G se definuje jako

(F = G)(t) = f; Gt — z)dF(z), (=0,

Vita A4, Plati F«G = 0, je-li G nezdpornd, a F = (¢ je lokdlné omezend.

Dikaz. Nezapornost je zicjma, ddle je pro kaZzdé 0 < s <t

f(F$G}(3)[5f |G (s — 2)dF(z)] < sup lg(s t/ dF(s) < sup [g(s)|I(t) < o0

0<ast Dls<t

O

Funkce % F se nazyva drihd konvoluéni mocrana funkce F, znacime F2* . Definujme

obecnou konvoluéni mocninu piedpisem

F*{(z) = I([0, 00))(x)
Fi*(x) = F{z)
F{n+1:l*{$} = {ﬁrru- P F]I{.L}, n> 1.

Vata A.5. Nech X, Xs jsou nezdvisld nahodné velidiny, které nabyvaji jen nezapor-
nych hodnot. Jestlize X, ma distribucni funkei Iy a X, distribuénf funkei Fy, potom
X1+ Xy ma distribu¢ni funkei Fy + Fa.

Dukaz Prot >0 je

PX;+X<t) = ff dFy(x)dFaly)
o4yt

" fﬂ : (_f:_;d}?'z{y}) dFi(z) = /{, ' Blo—a)dF (o).

7 ditkazu véty A5 je vidét, Fe Fy « Fy = Fy * Fy. Jeou-li X, X5 stejné rozdélené s

O

distribuéni funkei I, potom X, + X ma distribu¢ni funkci F**. Indukei Ize roziifit na

libovolny koneény soudet nezdvislych stejné rozdélenych ndhodnych veli€in.
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3. Laplaceova transformace

Necht X je nezdporni nihodnd velidina s distribucni funkei F. Potom Laplaccova

transformace distribuéni funkee F je

2K
F(\) = f &AMER(z) = B, Xz 0.
0]

Yrejmé f();} < oo pro viechna A = 0.

Vita A.6. Necht Xy, Xo jsou nezivislé ndhodné velidiny s distribuénimi funkcemi
£y, . Potom
(Fy = BB)(N) = Fi(\F().

Jsou-li Xy, X stejné rozdélend, potom

(FrF)\) = F2(0) = (F{A})z .

Dikaz. Tvrzeni plyne z nezdvislosti ndhodnych velidin a z vlastnosti stfedni hodnoty.
O

Indukei lze rozEifit tuto vlastnost na n nezdvislych stejné rozdélenych nahodnych

velicin.

4. Ndhodny soucet ndahodnych velidin

Nechf N, Xy, Xa, ... jsou nezdvislé celodiselné ndhodné veliiny, necht N ma rozdéleni
{7u,n € Ny} a nechi vBechny ndhodné velidiny X; maji stejné rozdéleni {p,.,n € Ny}
Poloime Sy = 0,8y = X3 +---+ Xn, N > 1. Rozdéleni Sy oznaéme {h,,n € Ny}

Véta A.T. Necht N md vytvorfujiel funkei IT, necht’ X; maji vytvorujici funkei P. Potom
plati H(s) = I (P(s)) a ddle
ESy = ENEX),

var Sy = (EN)(var X,) + (var N)(EX,)?,
kde H je vytvofujici funkce ndhodné veliciny 5.
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Diikaz. Podle véty o celkové pravdépodobnosti a vzhledem k pfedpokladu nezévislosti

he=P(Sy=k)= > P(Sy=kIN=n)P(N =n)

n=>0

P(S, = kN =n)P(N =n)

p“fja

0

=
i

n 4]
P(S = HP(V =) =3 pp* s

=0

I
1]z

-

(]

kde p?* je k-ty prvek posloupnosti {py}™*. Tedy
i ¥ P

H{s) = z B s® EZM Ts® = Z w7 P (8) = H(P(s)).
E=0n= n=0

Pro stfedni hodnotu Sy dostavame
ESy = H'(1) = I'(P())P'(1) = I'()P'(1) = ENEX,,

vzoree pro rogptyl dostaneme analogicky z véty A1

DODATEK B

1. Néktere véty o maticich
Definice. Necht 3 o o a,t™ je mocninnd fada v C a necht A je étvercovd matice Fadu

k. Potom fada .
Zan}l“ =apl +ay A+ ax A% +

¢ nazyva mocninmd fade matice A. Jestlize posloupnost jejich éasteénych soucti

N
Sy=Y a,A"

n=f

konverguje k néjaké matici S (v tom smyslu, #e konverguji odpovidajici prvky piislus-

nych matic), fekneme, ze Fada Y . a, A™ konvergnje a ma soudet S.
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Véta B.1. Md-li mocninnd Fada Yoo ant™ polomér konvergence B > 0 a viechna
viastni ¢isla matice A jsou v absolutni hodnoté mensi nei R, kenverguje i mocninna
Faday o sanA™,

Diifaz. Gantmacher (196G}, kap. V, § 4, str. 117.

Véta B.2. Necht A je étvercovd matice takovd, e A™ — 0 pfin — oo, kde 0 je
nulova matice. Potom matice I — A je regulirni a plati

(B.1) (I—A)! :i,q*-'.

Dikaz. Pro kazdé n > 1 plati
I-A"=(T-A)(IT+A+-+ A",

Dile ¢ piedpokladu viéty plyne, Ze T — A" — T pfi n - 0o, a protofe determinant je
spojitou funkei prvki matice, plati také [T — A™| — |I]. Existuje tedy ng pirozené tak,
Fe [T — A™| # 0. Potom ale

[T—A™|=|T - Al + A+ + AW £0,

odkud plyne, 7e matice £ — A4 je regulirni a existuje k ni matiee inverzni. Plati tedy pro
kaidén =1
(=AY U e A = LA b AP

odlud limitnim pfechodem dostaneme

i1 (e
kil R B k
(I - A) RILEO;A E}A ,

O

Definice. Rikime, 7e &lvercova matice A je rozlofitelnd, jestlize ji lze (po eventudlni

permutaci radki a sloupei) psat ve tvarn

A, D
P Iy ,
Az Ay
kde 0 je nulova matice a A; a Az jsou ctvercové matice, V opainém piipadé je A

nernziofitelnd.



Véta B.3 (Perron-Frobenius). Necht A je nerozloZitelnd étvercovi stochastickd
matice. Pak jsou vSechna vlastni éisla A v absolutni hodnoté mensi neZ 1. Cislo 1 je
jednodiché viastni éislo A a prisluiny viastni vektor lze volit tak, Ze ma viechny sloiky
kladné,

Diikaz. Gantmacher (1966), kap. XIII, § 2, str. 354-355.

Veéta B.4. Necht A je ¢tvercovd matice s prvky a;y takovd, Ze ay; < 0,85 > 0,15 7 a
viechny Fadkové soucty jsou rovny 0. Pak () je viastni éislo matice A s viastnim vektorem
(1,...,1)F a pro viechna ostatni viastni ¢isla A matice A plati, Fe Re X < 0.

Diikaz. Dupaé, Dupacovi I (1980), str.43.

Definice. Pro ¢tvercovon matici 4 = {ai;,1 < 4,7 < k} definujeme adjungovanou
matict adj (A) = {bi;,1 £ 4,7 < k} pFedpisem

(B.2) by = (10" det{ars, 1 <18 < k,r # j,s £ i}

Véta B.5. Pro étvercovon matici A plati
Aadj{A)=adf(A) A= (det A) I,
kde I je jednotkovd matice.

Ihikaz. Plyne z vlastoosti inverzni matice.

Definice. Necht 0 < R < oco. Pro holomorfni funkei f : U4(0, B) — C na okoli U4(0, 1),
t.j. majiei na U{0, R) derivace vicch radd, definnjeme rozSifeni na vdechny ftvercové

matice A, jejichz vlastni €isla jsou v absolutni hodnoté mendi nef H, pfedpisem

_w— [¥(0)
f{A}_g = &5
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Véta B.6 (Perronav vzorec). Necht f: U0, R) =+ C je holomorfni funkce na okolf
(0, R) pro ndjaké 0 < R < oco. Necht' A je Ctvercovd matice, jejii viastni &isla jsou
A, ..., Ay 8 ndsobnostmi my,...,my. Kdyvz |A;| < R pro viechna j = 1,2,..., &, pak
plati

I
. : B dmj—i {A e )‘j:}m_f .
{1;3} Jr == Z ﬂI-J _] ld)km'?_l dﬂt(}nf A} ()\} t"i-dj {/.’EI — A):l

Diiknz. Gantmacher (1966), kap. V, § 3, str. 113.

Specialni piipady Perronova vzorce:

i gt ad] ()lf— A};’Lﬂ']
{mjI —l dymi—1 i HPY A=)
=§: 1 d™! T adj {AI—A}EA]
e oIl REOTP VR § NN
kde jsme oznadili
i det(AT — A)
WJ{}L} {}I. _ :’l.j'}m-?: £

Jsou-1i viechna vlastni éisla matice A jednoducha, lze vzoree (B.3) psit v jednodus-

glm tvaru

i adj (AT — A)

(B.4) 1(4) = TR E(COR

i=1
kde K je fad matice.

2. Parcidlni diferencidalni rovnice

Definice. Obyéejnou diferencidlni rovnici n—tcho fadu rozumime rovnici
(B.5) F{zp, 9™ =0,

nebo, je-li fefena vzhledem k nejvyESi derivaci, rovaiel

(B.6) y™ = [z, .y ).

Redenim této rovnice (nebo integralem) nazveme kaidou funkei y = g(z), kterd ma
(v uvaiovaném oborn) derivace do n—tého Fadu véetnd a vyhovuje identicky rovnici

(B.5). Refieni se asto uddva implicitng ve tvaru ¢{z,y) = ¢, kde ¢ je konstanta.
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»

Definice. Parcidlni diferencialni rovoice je vztah mezi nezndmou funkei z(zq,. .., 2,]

proménnyeh @1, ..., %n, 7% 2> 2 a jejimi derivacemi

dz dz 9%z ik
1) # (:ﬂl’ 5 G dzy’ Ol dxk )

Derivace ve vzorci (3.7) mohou byt obecné i smiSené. Ridem této rovnice rozumime
fad nejvyss derivace, kterd se v rovnicl vyskytuje.
Refenim (integrdlem ) rovnice nazveme kazdou funkel z(xy, ..., s}, kierd ma pri-

shiing podet derivaci a vyhovuje rovnici (B.7) v ka#dém bodé @y, ..., Zn.

Definice. Homogenni linedrn{ parcidlni diferencidlni rovniei pryniho tidu ve dvou pro-

ménnych x, y rozumime rovaici

iz dz
(BS} ﬂ{j’:y}a + b{ﬁ, y}sr& . D:

kde @, b jsou spojité funkee ve vySetfovaném oborn a nejsou v ném nikde zaroven rovny

nule.

Véta B.7. Necht ¥z, y) = ¢ je prvni integral rovnice

dr  dy
a{z,y) bz, y)

Potom Fefeni rovnice (B.8) je

z =TIz )

kde F je libovolnd diferencovatelna funkce.

(Rektorys (1995), IT. dil, odst. 18.2, véta 1 (bez diikazu).)

Definice. Nehomogenni linedrni parcidlni diferencidlni rovnici prvniho fadu ve dvou

proménnych z, y rozumime rovoic
: iz iy
B.Y Plr,y, 2 — + @z, 9y, z)=— = B{z,y, z).
(8.9) @925+ Qla1, ) 5o = Riz,y,2)
O funkeich P, Q, R se predpoklidd, Ze jsou spojité ve vyfetfovaném obora, P, @ nejsou

v tomto oboru zdroven nikde rovny nule o £ % 0.
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Véta B.8. Necht ¢{x,y,2) = 1 a P(z,y,2) = ¢ jsou dva nezivislé prvni integraly

soustavy rovnic
dx dy dz

Plr,y,z) T Qzy,2)  Rlzmy,2)

Potomn Fefeni rovnice (B.9) je ddno v implicitnim tvaru vztahem

F[{I:’(JIJ, i, z}a Plx, y, z}} =0,

kde F je libovolni diferencovalelnd funkce dvou proménnych.

(Rektorys (1995), 1L dil, odst. 18.2, véta 2 (bes ditkazu).)
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