1 Rekurentni jevy

Znaceni 1.1 (posloupnost vysledku pokusu). Méjme posloupnost opakovanych (i zdvislych) po-
kusi, kde kazdy mé tutéz konecnou nebo spoc¢etnou mnozinu vysledku {E1, Fa, ...}.
Pak {FE;,, ..., E;, } znaci jev, ze i-ty pokus skoncil Ej, pro ¢ € {1,n}.

Definice 1.2 (jev v posloupnosti pokusii). Necht pro vSechny kone¢né posloupnosti vysledku plati

(a) P(Ej, ... Ej, ) =>2"_P(Ej,...E; ,,Ej)prol<n<oo

Jn=1

(b) O kazdé posloupnosti lze rozhodnout, zda m4 ¢i nemé vlastnost .

Pak fekneme, ze £ nastdvd na n-tém misté posloupnosti E;, , E;,, ..., pokud posloupnost {Ej,, ..., E;, }
ma vlastnost &.

Definice 1.3 (rekurentn{ jev). Vlastnost £ je rekurentni jev, pokud £ nastal na n-tém a (n + m)-
tém miste {E},,..., Ej, . }. Pak plati P(E; E;. ...)=P(E; E; ) P(E, E

J1s e J1s o Hin Jn419 0 jn+m)

Definice 1.4 (vyskyt v n-tém pokusu). Pro rekurentni jev ¢ definujeme pro 1 < n < oo posloup-
nosti

1. {un}, kde u,, = P(&nastane v n-tém pokusu)
2. {fn}, kde f,, = P(£{nastane v n-tém pokusu poprvé)
Specialné definujeme ug := 1, fo := 0. Pak f,, tvoii rozdéleni pravdépodobnosti, u, ale ne.

Pozndmka 1.5 (vztah f, a u,). Pokud & nastal v kroku n, musel nékdy nastat poprvé. Pokud to
bylo v k-tém kroku, lze uvazovat, Ze £ nastal na konci posloupnosti délky n — k. Pak plati (dle
véty o uplné pravdépodobnosti) pro n > 1:

Un = f1 - Un—1+ fo - Un—a+ ...+ fn-uo

Coz je konvoluce bez prvniho ¢lenu (proto jsme dodefinovali ug a fo).

Pozndmka 1.6 (vytvorujici funkce rekurzivnich jevi). Vytvorujicl funce {u,} je U(z) = > 07 o un-

z", vytvorujici funkee {f,} je F(z) = > 0" o fn - 2™

Pro n > 0 muzeme zapsat rovnice tvaru u, = fo - Un + f1 - Un—1 + fo - Up—2 + ... + fn - uo-
Ty vynéasobime x", se¢teme je po sloupcich a dostaneme U (z) = ug - 2° + U(z) - F(x). Plat{ tedy
nasledujici véta:

Véta 1.7.

U(z) -1 1

@) resp. U(z) =

U(z) —1=F(x) -U(zx) resp. F(z) = TR

Pozndmka 1.8. {fn} udévé rozdéleni ndhodné veliciny T7, kterd popisuje ¢ekdni na prvn{ vyskyt
€. Pokud f =37, f, <1, potom T} je neviastni ndhodnd veli¢ina (77 = 0o) a pravdépodobnost,
Ze jev nenastal, je 1 — f.

Definice 1.9 (doba ndvratu). Méjme nezdvislé ndhodné veliciny T;,1 < i < r se stejnym
rozdélenim {f,,}.
T; interpretujeme jako dobu ndvratu, tedy pocet pokusi mezi (¢ — 1)-nim a i-tym vyskytem.
Pak T = S"" | T, je doba cekdni na r-tyj vyskyt.

Znaceni 1.10 (pravdépodobnost r-tého ndvratu). Znacime fT(f) = P(&nastane po r-té v n-tém pokusu).
Specidlné fér) = 0.

Véta 1.11 (vytvorujici funkce pro r-ty navrat). Pro rekurentni jevy lze vytvorujict funkci r-tych
ndvrati spoditat jako r-tou mocninu vytvorujict funkce pronich ndvrati, tedy { fy(lr)} ={fn}"™.



Diikaz. Pro r = 2 podobné jako v piedchozi vété. Uvazujeme, ze f2 = fofn + fifn—1 + -+ fafo
(pokud jev poprvé nastal v kroku k, lze uvazovat, ze nastal poprvé také na konci posloupnosti
délky n — k). Coz je tplnd konvoluce pro n < 0. Vzniklé rovnice vyndsobime z™ a se¢teme po
sloupcich, coz d& pozadovany vysledek. Pro r» > 2 plyne indukei. O

Véta 1.12. Pravdépodobnost, Ze rekurzivni jev nastane v nekonecéné posloupnosti alespon r-krdt,

je [ kde f =307 o fn-

Pozndmka 1.13 (chovéni f,S’”’). Funkce r-tych navrata se chovd podobné jako soucet nezavislych
nahodnych veli¢in - jde vlastné o nezavislé nahodné veliciny T, Ts, ..., které predstavuji doby mezi
navraty jevu. Po nastani jevu zapominadm predchozi pokusy. Proto se doba ¢ekani na r-ty vyskyt
¢ dé popsat néghodnou veli¢inou 7 = 37| T;, viz. 1.9.

1.1 Klasifikace rekurentnich jevia
Definice 1.14 (trvaly a pfechodny rekurentni jev). Rekurentni jev £ je
(a) trvaly, pokud f =3 f, =1,
(b) prechodny, pokud f < 1.
Pozndamka 1.15.
e ¢ je trvaly, pak P(£ nastane v nekoneéné posloupnosti pokust cox) = 1.
e ¢ je prechodny, pak
— P(——)=0.
—u=Y <400 ataké f = “1 (viz vytvoiujici funkce F, U).

Definice 1.16 (Stfedni doba névratu). Pro trvaly jev & oznatime p = ETy = > 7 n- f, za
stredni dobu ndvratu &.

Definice 1.17. Pokud p < 400, jev € oznacujeme za nenulovy, pokud p = 400, za nulovy.

Definice 1.18. Rekurentni jev & je periodicky, prave kdyz 3IA > 1Vn, A {n : u, = 0.
Nejvetsi takové A\ se nazyva perioda jevu €.

1.2 Piiklady

Definice 1.19 (Néhodné prochdzka po pifmce). Mé&me posloupnost nezdvislych ndhodnych
velicin X1, Xo,... ~ Alt(p). Jednoduchd ndhodnd prochdzka s pravdépodobnosti zdaru p je po-
tom posloupnost {S,}72, kde S, = > | X;.

Priklad 1.20 (Ndhodna prochézka po pifmce). Méjme jednoduchou ndhodnou prochéazku po piimce
sp= % V case n nastava & ndvrat do pocitku, jestlize S,, = 0 (tedy pocet zdaru a nezdart je v
n-tém kroku stejny). Ukazeme, ze £ je periodicky jev trvaly pro p = % a pfechodny jinak.

Reseni. Z¥ejmé us,+1 = 0 (v lichém kroku se nelze vratit) a ua, = (*")p"(1 — p)" ~ Bi(2n,p)
(nx tam, nx zpét). £ je tedy periodicky jev.

Pozndmka 1.21. Vyuzivame Stirlingovu formuli: n! = n™ - e 2™ - \/27n.

2\ _ (2n)! _ (2n)®™ _ (2n)%" e~ 4" Varn _22n. /5 227
Pak (n) T onlnl T nlnl T pne—2n./27n.nn.e—2n./271n 2rn  Jrn”
TO BE DONE O



Priklad 1.22 (Ndhodnd symetrickd prochdzka po ¢tvercové siti). p = i. Chceme opét znat u,.
Zafixujeme si pocet kroku v jednom sméru jako ¢, ostatni z néj plynou (pro usg, to ¢nf i kroku v
opac¢ném smeéru a n — i v obou zbyvajicich). Potom

n

n! 1 1 >
an Z diln—i)l(n—d)! 47 7 nz::l tn =00

=0

Jde tedy o periodicky trvaly rekurentni jev.

Priklad 1.23 (Ndhodnd symetrickd prochdzka ve tfech rozmérech). Musime zafixovat dva sméry,
stale multinomické rozdéleni, jiz pfechodny jev.

TODO priklad s hodem minci a viypoctem Uy, fn

1.3 Limitni véta
Véta 1.24. Nechf & je rekurentni neperiodickyj jev. Potom
1 u < oo
lim u, = *
n—0o00 0 § = 00

Poznamka 1.25. p znaéi stfedni dobu navratu &, viz 1.16.
Pro nulovy rekurentni jev je ET} = co.

Véta 1.26. Nechf € je rekurentni trvaly periodicky jev s periodou \. Potom

=l N

. { n < oo
lim wuy, =
1.4 Asymptotické rozdéleni cetnosti rekurentnich jevi

Véta 1.27. Necht rekurentni jev € je trvaly. Oznaéime N,, pocet vyskyti do éasun a T dobu
cekdni na -t vyskyt €. Potom jevy [Ny, > 7] a [T") < n], 1 < r < n < oo jsou ekvivalentni.

Predpokldadejme ddle, Ze rozdéleni dob prunich ndvratd md konecénou stredni hodnotu ET) = p a
n no

konecnyj rozptyl varTy = o2. Potom N,, ~ N(ﬁ’ T;) a plati

T —rp
. Loore _
rli{!olop( 0'\/; _7") (b<y)’y€Rl

LTO =YL,

2. ET" =E(X_ | T))=r-ETh' =

var(T™) = var(—"—) = r - varTy = ro>
3. [anr]:[T(r)Sn], 1<r<n<oo

4. Ptipomenuti - centralni limitn{ véta: Méjme X7, Xo, ... nezdvislé ndhodné proménné s rozdélenim
EX, = i a rozptylem varX, = 02 < co.

Pak lim,, o, P (# < x) oo B(a).

5. N, ~ N(ﬁ, 71%32) - pry "kouknu a vidim”.
EN, ~ & (viz dalsf véta)

Rozptyl neni jasny, musi se uhodnout. &

6. P(Ny > 1) —rso0 ® (7%)



- B S Ti—rp _x—rp T—TU
P(T S $) =P < rgg S /77‘0_2 —?xtoco @ T0'2

Véta 1.28. Necht rekurentni jev & je trvaly a nenulovy. Potom pro n — oo plati EN,, ~ %, kde
W je stredni doba ndvratu.

1.5 Rovnice obnovy

Poznamka 1.29. Limitn{ véty pfedchozich odstaveu lze povazovat za specidlni piipady urcité
obecné véty, kterou lze formulovat analyticky bez pouziti pravdépodobnostnich pojmu. Jak uvidime,
i tato obecnd véta mé pravdépodobnostni vyznam.

Definice 1.30 (rovnice obnovy). Necht ag,aq,... a bg,b1,... jsou dvé posloupnosti takové, 7e
ap =0, an €10,1], b, <0, > (b, < 0.
Polozme u,, = b, + agn + a1tUp—1 + ... + anug, tj.

{un} = {bn} + {an} *{u.}
Tento vztah se nazyva rovnici obnovy.

Pozndmka 1.31. Plati U(x) = B(z) + A(x)U(z) = U(z) = 1731(;%).

Definice 1.32. Posloupnost {a,} nazveme periodickou, pokud existuje A > 1 tak, ze Vn, A { n :
an, = 0. Nejveétsi takové X nazveme periodou.

Véta 1.33. Necht posloupnost {a,} je neperiodickd. Potom plati:

1. Je-li 307 an < 1, potom > 7 | u, < 00.

n=1

2. Je-li Yo" 1 a, = 1, tzn. {an} lze povazovat za rozdéleni doby ndvratu néjakého trvalého
neperiodického rekurentniho jevu &, potom

2 peqbn o0
Do i nan Zn:l nay < 00
0

lim wu,, = -
D 1 Min = 00

n—oo

n=1

A(z) =1.

3. Je-li Y°°7  an > 1, potom pro n — 00 je u, ~ Mf%}%, kde x < 1 je jediny koten rovnice

Véta 1.34. Necht posloupnost {a,} je periodickd s periodou . Potom plati:
1. Je-li 307 an < 1, potom Y07 | u, < 00.
2. Je-li 4 = oo, potom lim,, o u, = 0.

3. Je-li p < oo, pak >0 an = 1, tj. {a,} lze povazovat za rozdéleni doby ndvratu néjakého
trvalého periodického rekurentniho jevu &. Potom pro 0 < j < A plati

. AY oo brats
lim upryj = 7216_0 t7

n—oo /j,

b
lim qul, = 721“:0 b
v=1

n—oo N 12

TODO vyklad, pozndmky k celé sekci



2 Markovovy retézce

Priklad 2.1 (Motivace). Médme rubikovu kostku, ndhodné s ni otd¢ime. Jak dlouho bude trvat,
nez se vratime do sestaveného stavu? Mohu ndhodné otaceni sténami rubikovy kostky popsat jako
ndhodnou prochazku? Pokud ano, po jaké strukture?

6 stén, lze tocCit tam a zpét = 12 moznosti. Celkem konecné mnoho stavi, kazdy mé 12 sousedu.

P|E, .. E,
B | 0
E, 0

pi,; = P(pfechod E; — E;) = na kazdém fadku bude 12 x 1/12. E; jsou vSechny stavy RK.

Jsou pruchody stavem E; rekurentnim jevem? = ano.

Zajima nas E(E; — En).
Definice 2.2 (Markovuv fetézec). Posloupnost pokust, z nichz kazdy mé tu samou konec¢nou nebo
spoCetnou mnozinu moznych vysledki Ey, Es, ..., nazveme Markovovym tetézcem (MR), jestlize
pravdépodobnost kazdé konecné posloupnosti vysledku (pokusi nultého az n-tého) je déna vzta-
hem

P(Ejq, - Ej,) = o - Piogr * Pirga * * Pinroin

kde ay, (k € N) jsou pravdépodobnosti vysledkt nultého pokusu a p; i (j, k € N) je pro vsechny
pokusy stejnd podminénd pravdépodobnost vysledku Ej za podminky vysledku E; v pokuse
ptedchozim (P(E; — Ej) = P(Eg|Ej)).
Znaceni 2.3. MR budeme popisovat (P,a), kde P = (pi,;) je ¢tvercovd matice s (podminénymi)
pravdépodobnostmi pfechodu (prvniho fadu) p; ; = P(E; — E;) a a = (a;) je po¢éatecéni rozdélent
pravdépodobnosti.

03y

Pozndmka 2.4. Vsimnéte si, ze P je stochastickd matice, tedy plati Vi : Zj pij = 1.
Je dobré si vidy namalovat graf MR...

Priklad 2.5 (mald/velkd). E; bude znacit stav moji kapsy. X; = {+ p’ ;= {_> + P

-1 —F,_1 ..q '
9 9 q q q
e A Ve
-2 1 0 1 2

P bude nekoneénd matice:

0

Zacindme vzdy ve stavu Ey, takze a = (...,0,...,0, 1 ,0,...,0,...)
~—~
=ag
Priklad 2.6 (ndhodna prochdzka s pohlcujici bariérou). Podobné jako v pfedchozim piipadeé, s tim
rozdilem, Ze pii dosazeni krajniho stavu v ném zustanu.

RN U E W,
I I |
V] 1

ot



Priklad 2.7 (ndhodné prochdzka s odrézejici bariérou). Podobné jako v pfedchoz{m piipadé, s tim
rozdilem, ze namisto pfechodu do krajniho stavu zustdvam na misté.

9 q q q q q q p
@ R A\Qjﬂ
I I I I I

1 i-1 i i+1 n-1

Priklad 2.8 (sbératel kupénu).

Priklad 2.9 (Ehrenfestuv mysleny pokus).
Priklad 2.10 (volby).

Priklad 2.11 (ALOHA protokol).



