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Véta: Jensenova nerovnost

=

Mgjme f:J — R, Jinterval, fkonvexni, x, ..., x, €J, «,...,x,=0, o.=1.

Pakf(z “i'x,—)ﬁz O‘i'f(xi) :
i=1 i=1
Véta: AG-nerovnost

X, t..+x,
n

Tayloriiv polynom

Mégjme X, ..., X, =0, pak 'f/xl-,,,-x <

n—

PR echt f:Df—>|R,

a,xeDf, neiN .

ak Taylortv polynom je 7/ .4 _ ' f”< ) 2 f " ( ) n
Pak Tayloriv polynom je 774 ()= £ (g)+ £ '(a)-(x —a)+ 2!“ (x—aV+.+L—L . (x—a)

| (n) }
Tyrz: Plati, ze (T;f’“(x))'=f’(a)+f"(a)-(x—a)+...+(J:?_(lc;)!-(x—a)”_&Tf’”(x).

Disl: £ (x)a T/ *(x) maji stejnou 1,..., 7 -tou derivaci v bodé x=a .

Véta:  Tayloriv polynom je nejlepsi
M¢jme f'spojitou funkei,
P polynom.

Pak plati ekvivalence lim
roa (x—a)

i U ()= Px))=(7 (@)= P(a)
x—a X—a

Pozn.,

Véta: Zbytek Taylorova polynomu
Necht’ f'ma vlastni (n + 1) -ni derivaci na [a , x] .

: 1
Pak existuje £€(a, x ) takové, Ze f(x)—Ti'a(JC)=W'](("+”(§)'(X—a)nJrl :
l..|=t ) | . 0’13 |
Pozn., (1) sinx=Tsm’0(x)+chyb0V}'/ élen=x—x—3+(sm§)5.x5 , tedy sin(0,1)=0,1— 6 s chybou Sﬁ-0,0000I )
! 3! 5! 0,09983

(2) Taylortiv polynom pro a@ =0 se nazyva MacLauriniv polynom

£(x)-=0

neni konstantni0

(3) Varovani: Existuji funkce takové, ze aVn: f () ( 0 ) =0 . Pro tyto funkce Tayloriv polynom nefunguje.

(n+1)
(4) Casto (pokud f—(aje omezena) plati f(x)=T,{’a(x)+0((x—a)"+l) .

(n+1)!
—T/ )
Vidyplatif(x):T,{’a(x)—i-O((x—a)n) , S x) T ) - 0.

(x—a)’

Véta: Lagrangeova o sti‘edni hodnoté (opakovani)
Necht fje funkce spojita na [a s b] a
fexistujena (a, b) .

Pak existuje E€(a, b) takové, ze ' (€)=

Véta: Cauchyho o stiedni hodnoté
Necht'  f; g jsou funkce spojité na [a, b| a



Matematicka analyza — Taylortiv polynom, primitivni funkce, urcity integral, funkce vice proménnych, metrické prostory

f, ¢'existujia g '#0na (a,b) .
£(E)_ £ (b)-fla)
g'(&) gb)-gla)

Pak existuje € (a, b) takové, ze



Uvod:
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Primitivni funkce

snadné
m f (t) ...poloha v Case ¢ ; 1’ (l‘) ...rychlost v Case ¢
=
ale -
2
nebo napf. okamzity prutok = objem vody v bazénu

(2) vypocet plochy, napt. sin x €(0, 17)

K zamy3leni: 3 :[0,1]— R takova, Ze pii ,,samplovéni (viz. obrazek) vyjde 0, ale ,,m&lo by* vyjit 1?
[obrazek]

cos%h—cos(n%—%)hh;ﬂ
~h-sinh+h-sin2h+h-sin3h + ... + h-sinnh = h(sinh+...+sinnh)=h- 1 -2
2-sin—h
2

Tedy plocha pod kfivkou je 2. Vazn€? - Definice, typ samplovani, ... ( = Riemanntv integral)

Jina uvaha:
[obrazek]
Jak rychle ,,pfibyva‘ obsah pfti posunu vpravo?

BBV cjme /1 — IR, I SIR otevieny interval. Rekneme, Z¢ F je primitivni funkce k /;

Pozn.,

203

Véta:

Pozn.,

Znac.:

pokud pro viechna x € [ plati F'(x)= f(x).

prejit od F k F' je snadné, naopak ne a neni to ani vzdy mozné.

2

Naptiklad primitivni funkci k ¢~ * nelze vyjdfit vzorcem.
F(x)jept.k f(x)=>F(x)+cjepf.k f(x)proviechnac€R .
Dikaz:  (F(x)+c¢)'=F'(x)+0=f(x)

5.1, o jednoznacnosti primitivni funkce aZ na konstantu
Necht F'(x), G (x) jsou primitivni funkce k f (x) na otevieném intervalu /.
Pak existuje ¢ €IR takové, Ze pro viechna x € [ plati G(x)=F (x)+c .
Najdeme jednu primitivni funkci = mame vSechny.
Dtkaz:  Vime,ze V xe€l:F'(x)=f(x),G' (x)=f(x) -
Polozime H (x)=G(x)— F(x)
H'(x)=G'(x)=F'(x)=f (x)= f (x)=0=H (x) je konstantni, tedy H (x)=c,c€Ra G(x)=F (x)+c.QED.

Integral ff(x)-dx={F(x);F(x)je primitivni funkce k f (x)}={F(x)+c;cER|=F (x)+c.

5.2, o vztahu spojitosti a existence primitivni funkce

Pr.:

Pozn.,

Véta:

Necht’ / je otevieny interval a f'spojita funkce v /. Pak f ma primitivni funkeci.
Diikaz: plyne ziejmé z véty 6.9.

2
e spojita na IR, tedy existuje pf. Oviem nelze ji vyjadiit pomoci elementarnich funkci.

Misto J‘ e se zavadi Erf(t).

(1) funkce sgn( x) nemé primitivni funkci

a obecné pokud J;((ﬁ),) ma E,E ,pak f (x) nabyva mezihodnot (Darboux).
=F(x =F(x)

(2) F'= f = F ma vlastni derivaci = F je spojita.

(3) f (x) nemusi byt spojita.

5.3, linearita primitivni funkce

Necht' f (x) mapf. F(x)a g(x) mapf. G(x) naotevieném intervalu Z, o, BEIR .
Pak - f+B-gmanalpf. - F+B-G.

Dikaz: (o F+B-G)'=«-F'+B-G'=a-f+p-g,QED.
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n+1

Pi. () [x"dx="—+c.kden#—1,tedy  prox€R...n=0
n+1

ax€(—,0),(0,+0)...n<—1,

@ [de=tnlxite pro x€(—,0),(0,0),
3) fex=ex+c pro x€IR,
4 fsinx=—cosx+c pro x€IR,
(5) fcosx=sinx+c pro x€R,
(6)_[ d); =igx+c prOXE(—E,+E)+k-Tl’,k€Z,
cos™ x 2 2
—d
(7 f . 2x =colgx+c pro x€(0, 1)+ k-, kEZ,
sin” x
3 fl—l— S=arcigx+c pro x€ER,
X

) fd7x2=arcsinx+c pro xe(—l,l) .
V(1=x7)
3
Pi.: fx2+ex+2-cosxdx=fxsup2+fex+2-f cosx=x?+ex+2-sinx+c

WE2PH5 .4, o substituci p¥i vypo&tu primitivni funkce

1. Necht Fjepf.kfna(a,b),p:(x,B)—=(a,b)aVx e(x,B) @' (x).
PwLNMMwwﬁm=ﬂwmmewm.wﬂﬁ( bR
2. Necht @:(x,B)—(a,b) jesurjektivni (na), V x €(x, f) 3 (x),(p'(x)?f(),

f%wMHRaff@Uﬂw%ﬁm=GUMﬂwB%
Pak [ f(x)-dx = G(@ '(x))+cnala,b).

Dukaz: M) (F(ep (O))'=F" (@)@ (t)=f(p(t)p' (1) (derivace vnotené funkce)

(2) @ jena = je monotonni = Vxe(«x, ﬁ) @'(x)#0 (tedyneex1stuj1 x,%,€(, B):¢" (x )>0Ap(x,)<0)
. - - 1
(G@ '(x))'=G" (@ (x)le (x)) = Llole @)@ (@ ' (x) ————=/(x)
Tedy plati: (f () =L pRedp. [ [ (@ ()@ ()=G(1); 12207 (x) @' (@ (x) »QED.
)
v . 1
Pr.: _[s1n(2-x)~dx =—Ecos2~x+c

f(x)=sinx e F(x)=—cosx
@(t)=2:1, (a,b)=(a, B)=(—00,+00)
sin(2-¢)-2-dt=—cos(2:t)+c

Pr.: _]‘t'e*’:=*
Vime J / @Wre (1)di=F(x)= [ f(x) -dx=f.f(w(t))'d(5t(t)'dt

(R’
subst.x =¢( 1) -,
=p

dx 1
—_2 Z__ 5. =_9.1. - .
x=—t, dt 2:t, dx==2tdt=dt 27 dx

1
#= | ¢ t— ——fe == e+c——5~e'+c

Véta:  |S.5, integrace per partes
Necht 7 je otevfeny interval, f g spojite funkce nal, Fje pf kfna laGjepf. kgnal

Pak [ F(X)-g(x)-dx=F )=J £ (x)
Diikaz: ~ Oznaéme H (x) pf.k f(x ) G(x )na[ tj.naIplati /'(x)= f(x)~G(x) .
Tvrdime, 7e F(x)-G(x)—H (x) jepf.k F(x)-g(x) -
(F (x)-G(x)=H (x))'=F'(x)-G(x)+F (x)-G"(x)—H '(x)=f (x}-G(x)+ F(x) g (x)— f (x)} G (x)= F (x} g (x) , QED.

Pi.: _[xe—xe—fle—xe—e+c (x=1)-e"+c

Fe F G ;G

F(x)=x=f(x)=1
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G(x)=e'=g(x)=e"

Pozn., (1)nékdo pise J‘ f-g'= f'g—_[ f'e,
(2) ,,vzorec je symetricky*, tedy
(3) dvoji pouziti integrace per partes se stejnymi £, g vede na pivodni integral.

Pi".: In=j. (l+x2)n.dx
n=1:11=f%=arctgx+c
1 X 2-x X 1+x>—1 X
=11 = — (—n)- = 2-n- = 2-n- —
! f—g—(mﬁ)" Lo O P e e )
F f(x)
1 X 1
1n+1—ﬁ'(l+xz)n+(1*ﬁ)'1n
1 x 1
tedy {3=E-rxz+5-arctgx+c
Integrace racionalnich funkci
o . P(x) .
Def.:  Racionalni funkce je R(x)=— , kde P, O jsou polynomy.

O(x)

Véta: Zakladni véta algebry
Mgjme polynom P (x)=a, x"+...+a,; x+a, .
Pak existuji X, ..., X,EC takova, ze P(x)=a,(x—x,)....(x—x,) .

Pozn., (1)neplati vIR , napt. x>+ 1 =0 nema v IR feseni,
(2) v IR pro liché # existuje vzdy alespoti jedno feSent.

Disl: Mgjme Q(x)=a, x"+...+a,-x+ay,a,, ...,a0€R .
Pak Ize QO zapsat ve tvaru:
O(x)=a,(x—x,)"..-(x—x))" (X", x+B, )" (X4, x+B,)",
kde Xiye X, & e, &, By, BLER
Py Pir 49y, 4,€EN
X, .., X} jsou po dvou rizné,
74dné dva z polynomti x — x 1, ..., x—xk,x2+o(1-x+ Bi, ..., x2+o(g~x+ﬁe nemaji spole¢ny koren

pro v8echna [ € {1 s s e} x4 ;- X + B; neni realny kofen.

Pozn., Q(z)=0= Q(z)=0
( (x—z)-(x—2)=x2—|—o(-x+ﬁ ,kde o, BER).

5.6, rozklad na parcialni zlomky
Necht P, Q jsou polynomy s redlnymi koeficienty takové, ze deg (P ) <deg ( Q) a Q je ve tvaru z dusl. vyse.

Pak existuji jednoznaéné uréena ¢isla Alj , B’j ,C ’j takova, Ze

t0téZ pro( X+ 0 x+8,), ., (X + 0, x+B,)

1 1 totéZ prox,, ..., X; 1 1 1 1
P(x)_ Al 4 4 AP1 4 4 Bl.‘x+Cl 4 4 Bql.x—i_cql 4
Q(x) —x ( B )p] .................. 2+ ot ( 2+ ot )q ....................................
1 X=X, X +oyx+ B, X+ x+By)]
Dikaz pro Q s n redlnymi kofeny, tj. Q(x)=a,-(x—x,)" ... (x—x,)", &(xl P(x)—%(x)p
M.L podle deg (Q) : Px) o _Plx) (x—x ) _ (x=x )i _ P(x)—ocH(x)
O(imar(xmx) P)_ « 0(x) r—x) 00 0 0x) 00
(1) deg(q)=1=deg(P)=0==""""" Vors= P(x,)
P(x)=c 0(x) x-x, Z toho plyne, Ze existuje o: P (x,)—o-H (x,)=0 ,ato &= Hix)
(2) zkusime Sikovné zvolit « , !
Px) « o L x, je kofen, takze ho mizeme vytknout: P (x)—o-H (x)=(x—x,)-P,(x)
aby na —Q(x) —(xfxl)’)‘ Sel uzit indukéni predpoklad. (x—gz.j;l(x) _ PIEX)
Tedy x a -(x—x)" " ..-(x—x,)" , indukéni pfedpoklad.
p X p
Polozime H (x)=a, (x=x,)" . (x=x,)"= (xQ (x ))ru =H(X)#0 toto Ize roz]loin na parcidlni z]omk\,j
. .. o o P(x ) 1
apouzijeme ji k vyjadfeni: QEX))_ﬁ je linearni kombinace vyrazi {m =S=py
X i
krome ——— . Po pfidini —— mame rozklad - | Q.ED
omé . . Po pfidani . mame rozklad —— , Q.E.D.
(=) PO PHEE ()7 e
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Postup: Jak integrovat racionalni funkce
P(x) P,(x)
——=R(x)+
O(x) (x) 0(x)

O( x) rozlozime na (x—xl)p'-,_,-(xz—i—o(l-x +B,)"
3. Rozlozime na parciélni zlomky.

1. Cast vydélime:

4. Méme.r—_.l‘R +fparc zlomku
]ednoduchy
5. Parcialni zlomky zpracujeme: f dx 1n|x X |+C f =L 1 ]
' (x— xl) n—1 (x—x)"""
_Adx
2A.x—i-B -dx=é-f 22-x+o< + i 2
(x+oc-x+B) 27 (X +oax+B) Y (xT+oex+B)

(a) (b)
(a) PlatiVx:x2+o(~x+[3>0,pouZijemesubstituci y=x2+(x-x+[3
dy=(2x+«)-dx
1 1n|y|=ln|x2+o<-x+B|
Pakf 1 _ 1 1
l—q V=g (P raex+p)]

(b) f

_ L= —— o5 umi
(Pta- +B) pro x=0, =1 to vede na f +l)" , c0Z umime.

2
2 2 X+
Jinak X Fecx +p=(t ) +(B+(5) )=k

- -
2 k>0

R

) +1)=k-(y*+1)

@\

2 [
X o x+
2

Postup: Jednoduché substituce
Necht R( x) je racionalni funkce.

J R de= [ R(y) -y

! 1
_— X —_— . X, d __d
y=e"", dy=a-e“"dx, x_a~y y

Postup: Integrace trigonometrickych funkei

T ai”‘x’-y/
R(x,y)=Elx:2
O(x, )
f R (sin x, cos x ) ... rizné moznosti substituce:
1. t=sinx
2. t=cosx
3. t=igx

X
4. t=tg E (funguje vzdy)
5. vice viz. Pfehled

Postup: Integraly obsahujici odmocniny

(ptednaska 18.3.08)

a x+b Zde a=2,b=1,c=0,d=1,q=2
J R(x, d) ?)-dx . kde g EN, a-d —b-c#0 (=2 XA o =2 +1
2
(tz_l )“l‘t x:t
5 x+\/2 X+l 2 2
e [ gemf 2
X'+ (tT_)Jrl

Postup: Eulerovy stupnice
fR(x,\/a-x2+b~x+c)-dx,‘a¢0

Moznosti:
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1. Kvadratick}'/polynommé(prévé)jedenreéln}'/kofena-x2+b-x+c=a-(x—o()2:>\/a-x2+b.x+0=\/;.|x—o(|
=>f R(x, \/E-|x—0(|) racionalni fce na (—o0, a ), (a ,+ o)
xX—X,

2. Kvadraticky polynom ma (praveé) dva realné kofeny a X 4b-x+c= a-(x —xl)-(x—x2)= a ( x—x2)2

\/(x—x2)2=\/M~(x—x2)

X—X
2
3. Kvadraticky polynom nema zadné realné koteny

\/a-x2+b xte=Va x+t=za-x’+bx+c=a-x*+2-t-Va-x+t>
.

x_xZ

t—c

“b—214a b2t\/7>

2— tz—c I"—c
R(x, Va-x*+bx+c)de=[ R ¢ Ja +1)- ' df ... rac. funkce 1.
I ax'+bxte)de= | b 2i4a h—2iva )(b—z-t-\/E) e e

e r e 1 4
Urdcity integral
Uvod: Chceme plochu pod kiivkou, samplovani...

-Déleni intervalu [a, b] je posloupnost D=( )/ 0 kdea=x,<x;<..<x, =b.

Def.: Mé&me D, D'déleni|a,b] . Rikdme, ze D 'zjemiiuje D,
pokud ,, DS D " tedy pokud viechny body dé&leni D jsou i body déleni D '.

BB Visjme f omezenou funkcina [a,b|a D = (xj)_';:O déleni [a, b] . Pak:

horni souéetje S(/f,D)= Z |xj—xj71|-sup{f(x),‘xe[xj,l,Xj]}’ ’
=1

dolni soutetje s( f, D)= Z |xj—xj_1|-inf{f(x);xE[xj_l, X
=1

BB Horni Riemanniiv integral je ( )

!—)@n %—av‘

f(x)-dx =inf{S(f,D);Ddé¢leni|a, b]}
f(x)-dx=sup(s(f,D);Ddéleni|a,b]|

Dolni Riemanniv integral je ( )

Pokud (R) [ f(x)-dx=(R) [ f(x)-dx=4.pak

|a — >

Riemanniiv integral je (R)ff(x)-dx:=A a

fikdme, zZe fje Riemann integrovatelna.

R([a,b])={Riemann integr. fcinala, b]}

Pozn., (1)fspojitina|a,b|= fE€R(|a,b]),
) f€R(la,b])= fje omezena.

(3) K zamysleni: co je nejjednodussi & R([a, b)) f =1, L f=07?

Véta: 6.1, o zjemnéni déleni
Necht f je omezena funkce na [a, b |, D, D'déleni [a,b|, D' zjemiiuje D.
Pak s(f,D)<s(f,D')<S(f,D')<S(f,D).
Dtikaz: Pro prosttedni nerovnost trividlni: &/ M CIR:inf M <sup M
s(f,D)<s(f,D") lze dokdzat mat. indukci dle poctu piidanych bodd.
Mame déleni D a D' (déleni s jednim bodem navic oproti D) daného intervalu.
Dle obrazku mame tedy bod z, ktery se nachazi mezi jistymi X 18 X,z pivodniho déleni D.
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Dolni soucet déleni jsme definovali takto:

s(f . D)= (x;=x;)inf | f (x); w€lx; x|
Jj=1
Z obréazku jsou patrné nerovnosti s¢itancti sumy s témito body z pivodniho déleni a z nového:

(x;=x, Jinf [ f (x):xe [x; o, x [s(z=x, inf [ f(x):x€ [x,, 2]} +(x,=z)inf [ f(x):x€ [z, x,])
Ale tim jsme pravé ukézali nerovnost mezi s(f, D)<s(f,D") ,

délent se lisily pravé v téchto ¢lenech posloupnosti (s¢itancich sumy). Indukei pak miizeme rozsifit na libovolné zjemiujici déleni.
Pro nerovnost hornich soucti déleni obdobné.
QED.

Veéta: 6.2, o dvou délenich
Necht je fomezena funkce na [a, b|, D, D, déleni [a, b].
Pak s(f,D,) < S(f,D,).
Diikaz: Polozme D spole¢né zjemnéni D D,, tedy,, D:=D,UD, .“
Dle véty 6.1 plati s (f,D,)<s(f,D)<S(f,D)<S(f,D,),QED.

Def.:  Mgjme D=(xj)'jf=0 déleni [a, b] .
Pak norma déleni D je v(D) := maxfo_x/fl

;j=1,...,n} )

1 .
¥ 2 —_— n . —
PF.: fx “dx D=(x;)"o5 x._;f

Disl.:  Pro viechny fomezené na |a, b|€R plati Lféf_fa Lf = Tf < feR(a,bl).

1 ?
> 1
P¥ (R)[ x*= 1 ...polozime D, rovnomérmé déleni s krokem = .
0 3 " n
5 1 n/:fx) 1 ) ) n:;oo
s(x”, D))= E—neco malo — 3 a s(x’,D )—E-i-neco malo — 3

Véta: 6.3, aproximace Riemannova integralu pomoci soucti

n—oo

Mgjme f omezenou funkci [a, b]—IR a (D,);_, posloupnost d&leni takovou, ze v (D,) — 0.

—
norma déleni

b b

Potom (R)f f(x)-dx=inf {S(f,D,);n€EN} f )-dx=sup{s(f,D,); n€N}.
Diikaz nebude. ’

1
Pozn.: (1) Rovnomérné déleni D,:v(D,)= e vétu lze pouzit

(2)P0kudth(f D,)=lims(f,D,)=A4 , pak (R _[f

n—oo

(3) Pokud vime, Ze (R)f f(x)-dx existuje, stai Vyp001tat hm S (f D )

6.4, kritérium existence Riemannova integralu
Nechf fje omezendna [a, b] .

Pak f€R([a,b]) & Ve>0 IADd&leni|a,b|: S(f,D)—s(f,D)<e.

Diikaz: = dle definice Riemannova integralu: A7§ = s(f.D) = s(f,D) = S(f, D)ES (f, Dz)f A+§
sups(f D).. A—%nem’ hz.=3D,:s(f, D1)>A—§ zdet [ ozjemn.dete Vinf <sup -
(R)[ f=:a= =S(f,D)-s(f,D)<e
EljS(f,D).‘.AJr%nem’ dz.:aDz:S(f,Dz)<A+§ = Prokazdé e>03D,:S(f,D.)—s(f, D,)<e aplati

D

D)=sup(f, D)= f<[ f=infS(f, D)<S(f,D
Polozime D spoletné zjemnéni ,, D,U D, “. Pak plati dle véty 6.1: stf.DJ s;g(f, ) ‘Lf ff g} (£, D)=S(f. D)
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=0 = Tf_Lf <e(Ve>0)= Tf—Lf =0=> Tf:Lf:f €R([a,b]) ’Q.E.D‘

Véta: 6.5, monotonie a Riemannova integrovatelnost
Necht fje omezena monoténni funkce na [a, b| . Pak f €R([a
Diikaz:
Méjme M :V x€la,b]:|f(x)<M, BUNO frostouci.
Vezméme D,=(x,);;x,=a+ j- b-a rovnomérné déleni s krokem b-a
SUf.D)=s(f.D)=2 (f(xj)*f(x,-fl))'b;a =222 (f ()~ f (@)
Def.: Rekneme, Ze funkce f'je stejnomérné spojita na /,
pokud Ve>0 36>0 Vx,yel: k—yl<s = [f(x)—
Pozn., Y €36V xV y jesilngsi nez VxVedsVy~lim f(y
yox
PF. (zatim vynechano)
Véta: 6.6, spojitost versus stejnomérna spojitost

Necht’ fje spojitina [a, b| . Pak fje na [a, b] stejnomémé spoji

Duikaz odlozen.

6.7, spojitost = Riemannova integrovatelnost
Necht fje spojitaina [a, b| . Pak f €R([a,b]). Z

Diikaz: UZijeme véty 6.4 (fomez. na [a, b| , pak
fE€R(la,b|)>¥ e>03Ddéleni|a,b|:S(f,D)—s(f,D)<e )
a véty 6.6 (f'spoj. na [g, b|= f stejnomérné spojitd na [a, b| ).

S(f.D)-

fje stejnomérné spojita, pokud
YV e>035>0V x, y€|a,b|:|x—y|<5=|f(x)- f(p)
tedy staci jiz jen dokdzat ¥V ¢>03 D: S(f, D)—s(f,D)<e -

Vezméme libovolné ¢> () , protoze f'je stejnomérné spojita a

|<e,

36> 0 spliujici definici.

Véta: 6.8, vlastnosti Riemannova integralu
1. Linearita: pro /', g€R(|a, b]), xEIR plati
b b b
frg.afeR(a.b); (R f+e=(R) [ f+(R)[ g
b
2 f=<g.f.g€R(a,b] ff< ) ¢
3. Additivita vzhledem k intervalim g < b <c:

f€R(la,c]) e fE€R(a,b]) A fER([b,c])
R r=(R)| r+(R) [ 1

6.9, o derivaci integralu podle horni meze

Necht Jje neprazdny interval,
f funkce takova, 7e Voo, BEJ : f €R ([, B]) ,
¢ € J libovolny bod,
f f(t)-dt prox >c
F(x):=
f f(t)-dt prox <c
Pak plati, ze (1) Fje SpQ]lta naJ

(2) fspojitav X, €J

Matematicka analyza — Taylortiv polynom, primitivni funkce, urcity integral, funkce vice proménnych, metrické prostory

bl).

UZijeme vétu 6.4: ¢>( — volime n:

P2 (1 (b)-fla))<e
Pro toto n polozime

D:=D =S(f.,D)-s(f,D)<e> f€R(a,b]) , QED.

yl<e.

)=/ (x)

ta.

Vezméme déleni D=(x

z |x

oV

Xl (sup £ (1) = mff

t€lx,,,x]

(D)<6 (tieba rovnomérné).

)<e- Z|x —x;|=e(b—a)

konst.

Pozn., pokud bychom volili €’ =ﬁ-~- <€= predpoklad véty 6.4
ovéten.
f'spojita na [xkI , xl]: nabyva maxima v bodé M a minima v bod¢ m.

x,'fl‘ ié =|f(m)=f (M

v(D)<d

pak Im—M|<[x,— J<€¢ QED.

b

) f

a

R)f - f=o(R
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=F"(x,)=f(x,).
Dikaz: (1) x,€J = F spojiti v x, ? Polozime 5:=i —|F (x)=F(x))|<M -6=€ .

Pro nazornost.. . s
(2) x,eJ= fjespojita v x, ?

e F(x)— F(x

feR (e, y)= fomezendna [c, ] Frotsmtim PO 1,
x—x+ 0 X X+ 0 %

tedy Vz€le, y):|f (0)|<M - .

Chceme F(x)—F (x,) malé pro x—x, , BUNO x>x, - Sxfxo;r(f(x)“f)'dt

F(x)—F(xl,)=f f(£)-dt atedy =T

| T 1,

[-M-di=—M-(x—x,) f dt<_[M di=M-(x—x,) . = x()!(f(x)—&) dt

Chceme lim+F( x)— F(x0)=0

Veds:xeP, ( ff -dteU(f (x,),¢) , Q.ED.
YV e>036>0V |x —x |<6:|F (x) = F (x )| <€ x—xl, %

=M —x|
Disl.: spojité na (a,b)= fmana (a,b) primitivni funkci F. (slibena véta ze zatitku semestru)

ff di=|F(1)]'., =F(b)—F(a) , obeensji =F.(b)=F ,(a) = lim F (x)— lim F (x)

%,_/ x—b- x—at
piirastek od adob

Pf.: (1) fSinx-dx=[—cosx]g=—cosrr—(—0050)=2
0

1
) f %=[2-\/;]é=2-\/1— 2:/0=2 , ale! ﬁ neni spojitd ani omezend na [0,1]= nema Riemnniv integral.
0 X
1
Zvolime € a spocitame le ...Jimita.

BEEN ewtoniv integral funkce fna intervalu (a, b) je 11371 F(x)= lim F(x) ,

x—a+t

kde F je primitivni funkce k fna (a , b) a limity jsou vlastni.

Piseme (N) [ f(¢)-de=[F (1)]'_,.

Véta:  6.10, per partes pro uréity integral Ditkaz: H budiz primitivni funkce k 7 '-g na (a, ) , K primitivni
Mejmef f'.g.g spopte funkce na [a b] funkce k f-g ' na (a,b) -
b
ol = b_r e o H b
Potomjlfg 'ga—ff *g. Perpartes:K(x)=f(x).g(x)7]_](x),‘[fg [K]" [fgL L’_}f
a ={/'-g

,Q.E.D.

Véta:  6.11, substituce pro urcity integral
1. Pokudfjespojitina|a,b|, @:[e,B]—|a,b], @ spojitana [ex, B],
B

(15
pak [ f(@(2)) f

@)

2. Pokuéfjespojiténa [ ,b], P: [(x,B] [a,b], @ jena, @' spojitina [ex, B], p#0,
pak }f(X)'dx;f(b) flo(t)@'(t)dt.
Dukaz nebude. o
Aplikace urditého integralu
Apll: S({(x,y) €ER’; a<x<b,0<y< f(x ff

P¥.: Obsah kruhu. Poc¢itame pro pulkuruh:
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Véta:

Apl.3:

Véta:

Apl.3.5:

Apl.4:

Apl.S:

Véta:

Matematicka analyza — Taylortiv polynom, primitivni funkce, urcity integral, funkce vice proménnych, metrické prostory

— S
‘—aw\:i

+R +R 2 1
f\/Rz—xz-dx=f R 1—(%) -dx= Rz-_fx/l—t2~dt =R | V1+sin’u-cosu-du=R* | cos’u-du= Rz-%-n
_R _R —_—

=cosu -

NYE
S

%—/

dt—ﬁ t(—R)=—1;t(R)=1

. s
t=sinu,; dt=cosu-du; t=t1au=1?

=kruh :7t-R?

Objem a povrch rotac¢nich téles

Mgjme f:[a, b] >R, spojitow, T=([x, y, z]eR’; x€a, b],V y*+z°<f (x)} -
b b

Potom objem T je Tr-f £ (x)*-dx a obsah povrchu Tje 2-Tr-f f(x)-\/1+f "(xV

a

Objem (j ednotkové) koule:
31
=V1l-x =>f7'r 1—x%)-dx= Tr[x——] = ’(2—2)=£'1T'13
. 373
(pfednaska 8.4.09)
Délka kiivky f:[a, b|—IR , délka grafu fpro xE€|a, b ] :
Pouzijeme déleni D=(x,)_, int[a,b],

délka lomené Sry budiz L (£, D)=3 (xs—xs 1 P+ f (x0)— F(rr )

k=1

Pak délka kfivky je L(f)=sup{L(f, D), Dd&leni na int[a,b]} f\/ *-dx , pokud je f'spojitana [a,b].

[ 2

=Zn:(xk_xA 1 /1+(f( ) f(xk I))

(D)ikaz: L(f, D) p - P e ¥ =) EE (e, xy)
<S(1 +/ ", D) <sup{f'(x); x€(x,_,,x,)}
> \/H—f’z D) >inf{f"(x);x€(x,_,x,)}

L(f, D—»f\/ —f<L(f

1 2
Obvod (jednotkové) kruznice: L(\/l—xz,—l,l)=f 1+(l~ —2x ) -d f\/l_x +2 [arcsin x] 1=E—(—E)—7T
-1 2 \/l—x2 -1 I—=x 2 2
= obsah jednotkového kruhu =2-77-1
Délka k¥ivky v IR”
" n 2
Mgjime @:[a,b|—IR", @' spojité, pak L (¢ f\/(p1 P+ 4@, (x)dx.

Délka k¥ivky dané paramtericky: (x(¢), y(¢)),t€[a, b] , obecngji (x,(¢), ..., x,(¢))
b
[P+ (2)de
)N+ f ()

Povrch plasté rota¢niho télesa: JIZ 1 f(x)-V1 2. dx , pro £, f"spojité na |a, b]

1 1
Povrch (jednotkové) koule: f 2.y 1—x" . =f 2-m=4-1r
-1 —X -1
Odhady kone¢nych soucti
Necht fje funkce, ¢,=f (k),a<b,a,beZ . (pro f neklesajici
b plati opacna nerovnost).

b
Pak S= Z ¢, =< f f (x)-dx , pokud fje nerostouci na [a—1,b],  Dikazpro <:

(1) srafovana plocha ma obsah § < plocha primitivni

) funkce f(x) na la—1,b]
= J‘ f (x ) -dx , pokud f'je nerostouci na [a , b+1 ] (2) srafovana plocha je jeden z dolnich souctl pro f

b+1
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b

| f=supls(f.D);V D} ,QED.

a—1

_1
Pr.: H =1+l+l+m+l f(x)—x
n 2 3 n %/_/
. ner;)]sfiuml
rt = Laeloger=gtnen

IA

o

=1+ z . —1+J‘%-dx=l+10gn
1

1y
X

>~‘ |

k=27
a=2;b=n

=logn<H ,<1+logn (pozn., H”=10gn+0,577...+0(%) )

Véta: Integralni kritérium konvergence rad
Mgjme f >0 nerostouci na int[n,—1,00 | pro ng€Naa,=f (n) .

Pakzankg. & (N)ff(x)-dx <

n,

PF.: > lkg. @f l-dx<oo , f l-dx =[logx[; =lim log x—log n,=c0 = %div.

1 o
Ph.: Z—kg@f—dx<oo J‘ =] 1 171J_ 1 lim 1 1 _Oproa>1

l—a x° l1=a s-w x*7' p¢"' coproa<l-

—

0
a#l

Diikaz: f f(x)-dx=C <oo;_Tf(x)-dx=l

no—1 o

152 a;<I+C=  |— _, fada diverguje,

i=ny

[<ow=C+ [ <= fada konverguje. Q.E.D.

AplL7: T(z)=(z=1)1=] "¢ dt (takse napr. r(%>=¢? )
0

Funkce vice proménnych

BB ¥ unkce n proménnych je zobrazeni fM—->R; McR".

Def.:. MEmea€R";a=(a,,...,a,).
Potom je okoli bodu U (a, §)=(a,—68,a,+68)X...X(a,—5,a,+65)a
,0

)=Ula, ){a}.

Def.: G CIR” je otevitena mnozina, pokud V x€ G35>0:U (x,5)<SG .

F CIR” je uzaviena mnoZina, pokud |R"\ F je oteviena mnoZina.
(ptednaska 15.4.09)

prstencové okoli bodu P (a

Def:  Mgme g€R"; AER’, f: M —R . Pak il_rg f(x)=AeVe>035>0V %EP(a,é):f(x)eU(A,e).

Pozn., k urceni A4 staéi,n€ktera x*, napt. X lezici na pfimce bodem a.

=t

Pi.: lim -+ s=A4= A=lim 5 _11 Sz_liml ... neexistuje?
(s,0)-(0,0) § 244 550 24§ s=0 287 550 8
3,3 il 3
s+t - 2-s
lim ;=A= A=lim >=lim s=0

(s.0)-(00) 524> 520 2-8% 550
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lim

(5. )= (0.0) ! ( X,y ) neexistuje, ale ,,existuje limita stejna po vSech pfimkach*?

Pozn. k zamysleni: najit f": IR?—= R takovou, Ze
Def.:  f:M >R, M R je spojiti v a €M , pokud hin fx)=f(a)
(Pro a na hranici M bereme ,,limitu vzhledem k M*, tj. ¥/ x€ P (a ,0 ) NM)

BEEr arcilni derivace funkce f: G —IR , kde G CIR” oteviené, vbodé a €G , ve sméru i€(1, ..., n} je
fla,,...,a,y,a;+h,a,.,,..,a,)-f(a)

lim , pokud existuje.
h—0 h ( )
. of_of _
Znaceni: dx ( ) ax axl —6,~— a[ f

i

0 f(a)
ox,

1

Pomn., g, (h)=f(a,,...,a,,,a,+h,a,,,..,a,)=>g'(0)=

.. s Of(x,y)_ + 0f(x,y)_
PF.: f(x,y)=e", pak 5. ¢ 3y =0

Véta:  |7.1, nutna podminka na extrém
Necht f:G—IR, GSIR" oteviena, a €G, f 'nabyva v a lokalni extrém.

n}.af(a)
S0 By

i

pak Vi€(l =0 nebo neexistuje.

. e =2/ (a)
a+h,a,,,..,a,),/mivalokilniextrém =g’ (0)=0 nebo neexistuje. & ;(0)—a—x ,QE.D.

Dikaz: g/ (h=f(a, ...a_,.a,
Pr.: f(x,y)=x*+y'—x*=2-x-y—y*

Of =4y 2x-2.y= oa—ﬁ 4y — 2x2y0—i—i:x =3 5x=0;4-x'—4-x=0>x==1,0

ox oy Ox Oy

,Podezielé” (stacionarni) body: (0,0)...0, (1,1)..—2; (—1,—1)...—2

6 ! !
Def.: Mgéme f :G— R aprvni parcialni derivaci %IG -R,G'<SC .
d o o 0 o

0 . =
0x,; 0x, /= 0x;0x, fancbo také ox; 5Xif_ 0’ x,

f.

Pak druhé parcialni derivace je
Analogicky tfeti, ..., n-ta derivace.

Véta: 7.2, postacujici podminka pro extrém

0f(a) _
Frall

Necht’ druhé parcialni derivace v a existuji a jsou spojité.

o' f(a)|
Necht matice (ﬂ) je
i,j=1

M¢gjme f:G—IR, GSIR" otevien, aeG,Vi:

x,0x,
1. pozitivné definitni = v a je lokalni minimum
2. negativné definitni = v a je lokalni maximum
3. indefinitni = v a neni extrém
4. poz./neg. semidefinitni = nevime.
Y o J_ 0O 3 — 2 [ Z Z _ 2
P =——(4-x—=2:x—2-y)=12-x"=2 | 4-x°=2-x—2- —2= =12-y" -2
r Fxox y) " 9x0y 8y( e e o
V bodé (1,1) : (_lg _1 g ) = matice je pozitivné definitni = lokalni minimum.
V bodé (—1,—1) stejné.

-2 =2

V bodé (0,0) : 5 _»

= matice je negativné semidefinitni = neumime rozhodnout.
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Def.:  Derivace ve sméru i;’eIR"\[a} funkce £:G—IR,GSIR"va€Gje lim f(a-'_t";)_f(a)::ai
’ tER,t—0 1%

fla).

BB Vicjime /: G—R,a €G,GSR"oteviend, L: IR"—RR linearni funkci ( L(h)=c,-h,+...4+c, h=ch).

. a+h)—f(a)—L(h
L je totalni diferencial funkce f'v a, pokud _ lim f( ) |£|( ) ( ) =0.
h-(0,...,0)

Znacime L = Df (a), L(h)= Df (a)(h) .

P¥.: z= f(x,,...x,) hyperplochav R"" (n=2).
2= fla)+ Df a)(x—a)

eR”

Pak te¢na rovnina v bodé ¢ ma rovnici

Veéta: 7.3, tvar totalniho diferencialu Dikaz: Df (a)(h)=L(h)=c,-h,+..+c h=ch
Df (a) existuje = existuji v§echny parcidlni derivace a Df (a) existuje = existuji ¢, .., c, takovd,

" 5 o Ll f (@)D @)l
wwmm:Z-%@w: Vila) lim i 0.

P — s .
i=1 i . t(af(a) E;’f(a)) To plati i pokud h=¢-e,=|h|=1 , tedy:
gradient(=5 - = 5,  flatre)-fla) et_of_of  _of
1 n lim ! ——L =0a < =—"">=>c="
———— =0 t t ox; Oe ' 0Ox;°
skalarni soucin of (a)
Podobné Tf(a)= Df(a)(v) ,Q.E.D?
(pfednaska 22.4.09)

_0fla) 0f(a)
(a)=( ox, = ox )

-Vektor \Y% f

se nazyva gradient funkce f'v bod¢ a.

n

0fl(a)
O0X.

1
K zamysleni: implikace nejde obratit.

Pozn., je spojita pro viechna i =3 Df (a)= existuji viechny parcidlni derivace = fje spojita.

. 0
Def.: f:G—RjeC! (G) , pokud Yi: %je spojita funkce na G.
Véta: o aritmetice totalniho diferencialu
Méme g€ GER"; f, g:G—IR"; G oteviena a necht’ existuji Df (a), Dg(a) . Pak plati nasledujici:
1. D(f+g)la)=Df (a)+ Dgl(a)
. D(c-f)la)=c-Df (a)
3. D(f'g)(a)=f&D)g(cz)J)rg‘Df((a)) »
Df(a)gla)—Dgla) f(a
(L) (a)= 2L ELIZDENaN T 4 (4) 20
g g (a)
Véta: diferencial sloZeného zobrazeni
M¢jme ffunkcinproménn}'/chf(yl, s yn),
g,,..., &g, funkce s proménnych,
H(x)=f(gi(x), .., g,(x)), H:R" >R,
a€R’, bER" takové, ze g ;(a@)=b; neboli H (a)=f(b).
Necht’ existuji Df(b),ng(a), j=1,...,n.
Pak existuje DH (a) a

DH (a)(W)=Y (3 of(b) 9g,(a)

)-h=Df (g(a))- Dgla) -h

i=1 j=1 u vektor (g, ..., g,) ’
oOH i
a_x‘ = matice
DH (a)(h)=H=f(g,(x),...g,( x))
x+h x+h

)xz+ sin(x)-e’ +e’"*

P¥.: f(x,y, z)=(x+y+z =g(u(x,y,z),v(x,y, 2),
kde g(u,v)=u",u(x,y,z)=x+y+z,v(x, y, z)=x"+sin(x)-e’+e

y+z
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0f_0g Ou, 0g 0v o o
O0x Ou O0x 0Ov 0x =vu l1+ulnu-(2-x+cos(x)e’)=u"""(v+u-lnu-(2-x+cos(x)-e’))=
fetizkové pravidlo )
=(x+y+z)7 N (2. x feos(x)-e =1+ (x+ y+z)In(x+y+z)(2-x+cos(x)-€”))
Pozn. k zamySleni: 1 (x)=x'=g(x,x) ...?
Véta: Existence extrémi funkce vice proménnych
Necht' F C|R” je uzaviend, omezend mnozina (fj. 3c€ERY x€F :d (0,x)<c)a f: F =R je spojita funkce.
Pak fnabyva na F maxima a minima.
Véta: Lagrangeova o vazanych extrémech
Necht G CIR" je oteviend, s<n; f, g,,...,2,.€C' (G); M ={xeR"; g,(x)=...= g,(x)=0] .
Pokud (1) a €M je bodem lokélniho extrému fna M a
) vektory V g,(a), ..., V g, (a) jsou linearn& nezéavisl¢,
pak existuji A, ..., A\,€ER takové, ze V f(a)=A,V g,(a)+...+2-V g (a).
Pi.: g (x,y,2)=x"+y*"+2°—1,V g,=(2:x,2:y,2:2)=>V f=A-(2:x,2y,2:2)
(pfednaska 29.4.09) — zde ¢ast chybi, nemam zapsano korektné. nékdo, pomoc??
[ r
Metrické prostory
BRI M ctricky prostorje (P, p) kde P je mnoZina bodii a funkce p: PX P — |R(+) =[0,00)
spltujici: D p(x,x)=0;p(x,y)>0 Y x#y€P
2 plx,y)=p(y,x) Vi, yepr
3) plx,y)=plx,z)+p(z,p) Vx,yzeP
PY. (1) Normalni (eukleidovska) vzdalenost v R" f 3 3
2 2 |AB|=\’()’1_3‘1) +(y—xy) B
pa(x, ) =y =x 4. +(y,—x,)
Ovéfeni podminek (dikaz): | —y |
1) p,(x,x) =V0+..4+0°=0 =>OK SN
2) absolutni hodnota => nezalezi na potadi => OK A
3) klasickd A-nerovnost => OK
(2) Souctova metrika v IR" (taxikaf na Manhattanu) v~
pi(x, y) = |y=x [+, x,
Ovéfeni podminek (dukaz):
1) p,(x,x)=0+..40=0 =>0K RN
2) absolutni hodnota => nezalezi na pofadi => OK
3) pilx,y)= Z.: i—yi|= Z.: |x—zi|Hz—y) < Z.: |xi—z|+|z—y|=p(x,2)+p(z,y) = OK
(3) Maximové metrika I '
poc(x)y)= max;-y . yi_xi| -
Ovéfeni podminek (dikaz): Na cvicenich
(4) Maximova metrikana C([0,1]) :
p.(f.g) =maxg,|f(t)—g(t)
f,g:10,1 | >R spojité
lglx
Def.:  Mgjme (P, p) metricky prostor, x€ P,r€R,r>0 . Pak:

r)=lyePp(x,y)<ri.

Otevi‘ena koule se stiedem x a polomérem 7 je B (x

Uzaviena koule se sttedem x a polomérem 7 je B (x

[ VB (P, p) metricky prostor.

)=y eP:p(x,y)<r|

G C P je oteviena mnoZina, pokud ¥V x€ GIAr>0:B(x,r)SG

F S P je uzaviena mnoZina, pokud P\ F je oteviend mnozina.

Véta: 8.1, vlastnosti otevifené mnoZiny

Mg¢jme (P, p) metricky prostor, pak plati:

1.
2.

&', P jsou oteviené.
Pokud G4, ..., G, € P jsou oteviené, pak
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G,NG,N...NG, je také oteviena. Dukaz:
(1) @=Y xe @ plati cokoliv,

P=>VxeP3r>0:B(x,r)=P
(2) G=G,N..NG,; xeG=>Vi,x€G,3r;>0:B(x, r,)SG,
r=min(r,,...,r,}>0 aproviechna j: B(x,r)=G<SG -

(3) G= U‘1 G, Pro
NE /

3. Pokud mnoziny G,, & € A4, jsou oteviené, pak LGJA G je oteviena.
24

x€GIx€A:x€G,Ir>0:B(x,r)=G,=G , QE.D.

Véta: 8.2, vlastnosti uzaviené mnoZiny
Mgjme (P, p) metricky prostor, pak plati:
1. K, P jsouuzaviené.
2. Pokud F'y, ..., F, €P jsouuzaviené, pak F'\UF,U,...,UF je také uzaviena.
3. Pokud mnoziny G,, & € A ,jsou uzaviené, pak g G, je uzavfena.
«

Duikaz:
1. O =P\Pap=P\gag, poteviené = g P uzaviené.

V8.1
2. F,,.. F,EP uzaviené mnoziny = G.c P\ F, oteviené mnoziny G,NG,N..NG, jeoteviend = P\ G,NG,N..NG, je uzaviena.

3. P\GNG,N..NG,=FU..UF, < 3i: x€F, o 3i: x¢G, © x&GNG,N.NG, © xeP\G,NGN..NG,=F U.UF,
P¥: (a,b)jeoteviend ¥ a, bER , (0,1)U(2,3) je oteviend, (—oo,a)U(b,+o) je oteviend =|a,b| uzaviena ={a} uzaviena.
Def:  Metriky p, o na P jsou ekvivalentni, pravé kdyz 3¢, c, > 0 Vx,y€P: Cla(x,y) =< p(x, y) < CZO'(x,y)
K zamysleni: p,o jsouekvivalentni V GS P: G je oteviena vzhledem k o< G je oteviena vzhledem k p

Fakt: Metriky p,, p,, p,, na IR" jsou ekvivalentni.

BEE Vi cjme (P, p) metricky prostor, (xn):;] je posloupnost prvka P, xEP .

(x,),-, konverguje k x (’111_210 X, = x) , pokud lljl;lo p(x,, x)=0

Pozn., (}lim xn=x) - Ye>0 3n, Vnzn,: |p(x,, x)-0<e o |p(x, x)| <€ o x,€B(x,€).

— 0

Véta: 8.3, vlastnosti konvergence
(1) Pokud (x,)._, spliwje Ix€P In, Vn =n, x,=x,pak limx, = x

— 0

(2) Pokud lim x, = x, lim x, =y _pak y=y .

n—o

(3) Pokud lim x, = x, (x,) je vybrané posloupnost z (x,) a (n,) je rostouci posloupnost z IN , pak ll{im X, =X
Diikaz: (1)Pro n = ny: p(x,,x) =0 = lim p(x,,x) =0 n = max(n,,n,) aplati:

plx, x)<e, plx, y)<e = p(x,y)<plx, x)+p(x,y)<2e=px,y),
SPOR.

(3) Vime lim p(x,, x) =

(2) Pokud Iim

—

x,)=x; lim(x,) =y; x# y= SPOR.

dn, Vn=n, p(x, x)<e

n ovybr. posl. proR 1. _ . _
0 o limp(x,,x)=0 = limx, =x QE.D.

k= k—o

‘p(x,y) . Pak

N =

Polozme € :=
dn, Vnzn, p(x,,y) <€

Véta: 8.4, charakterizace uzaviené mnoZziny
Mgéjme (P, p) metricky prostor, F' S P .

F je uzaviena, pravé kdyz V(x,). ;x, €F:limx,=x = x€F

n— o

o

Dtikaz: = pfedpoklady: F'uzaviena, (x )

nhi=17
def.

Prospor x¢ F' =, v P\ Foteviend = 3r>0: B(x,r)SP\F

x,€F, x,—>x ® pro spor necht’ toto pro n&jaké y € P\ F neplati.

e=1..B(x,1) 2P\F = 3x,€B(x,)NF

e=li..B(x l)SZ_P\F = EIxﬂGB(x,l
n

,— —|NnF
n n

(M=r 3An, VYnzn,: p(x,, x)<r & x,€B(x,r)
atedy x, € FNB(x,r)= 8 ,SPOR.
< chceme dokdzat F uzaviend < P\ F oteviena

< VY xeP\F de>0: B(x,e)cP\F,

x,€F V¥n:x,—~x.p(x,x,)<=; 0<limp(x, x)<lim—=0
" n n

= piedpoklady véty x €F , SPOR. QE.D.

BRI icjme (P, p) metricky prostor.
Reknéme, ze K < P je kompaktni, pokud Vx|

©

x,EK existuje vybrand podposloupnost (X m) takova,

n=17’
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Ze existuje YEK: x, =X

PY.: [a,b]=R je kompaktni mnoZina.

Véta: 8.5, vlastnosti kompaktni mnoZiny
Necht' (P, p) je metricky prostor, K < P kompaktni. Pak plati:
1. Kjeuzaviena,
2. K je omezend,
3.  F S K uzaviena = F kompaktni.

V8.4

-~

Diikaz: (1) K uzavienda © V(x,),x,€K: x,—»x=x€K

> n

tedy pro e=1: Ik, Vk=k): p(x, ,x)<l,

Choome Jk=k,: n>pla,x)+1
K kompaktni = I¥€K Fx, :x, —X atedy - <R
pro x, »x = y=iek . m=pla,x,) < pla,x)+plx,x,)<pla,x)+1>n ¢pop

[——

trojih.ner. 21

(2) sporem: K neni omezena, libovolny ¢ €p , Ze
Vr: K€B(a,r) & Ax,€K\B(a,r) © x,€K Apla,x,)=r
K kompaktni =3(x,) Ix€K: x,—>x,

(3) x,eF ,chceme Ix€F,(x,):x, > x .

ny
Vime 3x€K,(x,):x, — XEF
. V84
x, EF uz.MnozZina ) o p . Q.E.D.

(prednaska 20.5.09)
WE2Hls .6, charakterizace kompaktnich mnoZin v [R”

KeR? je kompaktni, pravé kdyZ je omezena a uzaviena.

Diikaz: (Pouze pro metriky p ) = Véta 8.5 (V prvnim kroku vybereme prvky tak, aby prvni soufadnice

i . k lak ! &cht hém kroku takové
< pro p(x,y)=px(x,y)=max/.‘x’fy’| (sta) onvergovala k y', z téchto v druhém kroku takové, aby

RV )
K omezend »>3ceR: K<|—c,c]’ . druhd soufadnice konvergovalak 2, ...)

~ N © . x 1 d d
Ukazeme, 7e [—c, ¢ je kompaktni pro W7 ¢>0 . Pro d-tou soufadnic: (y, )2, vybrand z (x,) . 2¢ y; =y, .., ¥ =y" -

Kompakini &V/(x ), x €[—c,c]'3 konvergentni podposloupnost, Vime, 7e V j=1,....d: ,ILHmI y!=¥ (ve smyslu posloupnosti z R ),
tedy pro Xn=(x,l,, ---,x;l)i Vn Vi: xf]e[—c, c] cheeme lim y,=(y,,....y,) (ve smyslu metrickych prostori).

Pro prvni soufadnici (x"]):’:: jev|-c,c] NUST — i il=
(zvétyze Z.S. =) (y) v ;:)rané odposl., ze lim y,=y'; yl=x! Tedy dle definice %Lrilp(yi,y)—max,|yffyf|_0 -7 Vedn,
D = . =) .
Y Y podp P g In, Vizn: |y‘.l—y‘|<e s, An, Vizny: ‘yf’—yd‘<e

3

Pro druhou soufadnici (x? )7_,

/4 2
3 kg vybrana pOdPOSl' (yl) ’ n,.=max {nl’ ""nd}; i>n02pm(yt.,y)<e > QED

ze lrim y,z=y2.' Y/=X,, . Podobné€ pro zbyvajici soufadnice.

B cime (P, p),(Q, o) metrické prostory, M EP, f:M—Q, x,€EM .Rekneme, Ze
1. fje spojita v X, vzhledem k M, pravé kdyz V €>0 36>0 Vx€B,(x,6)NM: f(x,)€B,(f(x,).€).
2. fje spojita na M, pravé kdyz V' x€M :  fje spojitd v x vzhledem k M.

Necht V' 6>0: B,(x §)NM\{x,|#0 A y€Q.

lim f(x)=y © Ve>0 35>0 VxeB,(x,5)NM\[x,}: f(x)€B,(y,¢)
Pak x—x, ' .
vzhledem k M

Véta: 8.7, charakteristika spojitych zobrazeni
Méjme (P, p),(Q, o) metrické prostory a f : P— (), pak nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni.
1. fjespojitav P
2. VGotevfenév(Q,o-);ffl(G)jeoterenév(P,p)
3. VFuzavfenéV(Q,a);ffl(F)jeuzavfenév(P,p)

Pozn., Pro mnoho tvah nepotfebujeme metriky, staci védét, které mnoziny jsou oteviené.

8.8, nabyvani extrémii na kompaktu

Mgjme (P, p) metricky prostor, K S P kompaktni, f : K — IR spojitou, pak
fnabyva na K maxima a minima,

2. fjena K omezena.

Diikaz: 1=2 OK (b) s=0: Vn: nnenihz. =3x €K: f(x)>n
(1) jen pro maximum.

si=sup{f(x); x€K}; (sup: VnIx, :lim f(x,)=s)

—_—

K je kompakitni, 3( y,) vybrana z (x, ) tak,

) | e AyeK: lim y,=y; lim f(y,)=s .
(a) s€R: Vn: s— nenihz. 23 x,€K: f(x,)>s—— wa ko . .
n n Chceme dokézat f (y)=s maximum (staci).
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R 1
Fspojitivy: V€20 3550 VxeB,(1.5): f(x)€B, (/(1).€) =y

£ (x)=/ (v)l<e _
=V )=l <e gpor QED.

Slim f(y,)<f (y)+e<s
P

s=f (). 363V k>ky: pE€B,(y,6)=

[\

Pro spor at’ f(y)ss .

Timto definuji tyto vypisky jako uzaviené ;-) Pfipominky, zadosti, chvalu ¢i nadavky jako obvykle zasilejte na zaantar@gmail.com.
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