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Uvod

Bernoulliho nerovnost

Mgme x€IR,x>1a
nelN .

Pak (1+x)"=1+n-x

Téleso, uspoiradané téleso, etc...

Necht MCT,
T je uspotadané téleso.
Mje  omezena shora, pokud existuje a € T takové, Ze pro viechna xEM jea>x .
Takové a nazyvame horni zavora M.
omezena zdola, pokud existuje a € T takové, Ze pro vSechna xEM jea<x.
Takové a nazyvame dolni zavora M.
omezena, pokud je omezena zdola i shora.

Necht MCT,

T je usporadané téleso.
Pak s je supremum A, pokud je s nejmensi horni zavora M, tedy

(1) pro véechna x EM je x<s ,

(2) pro vechna s '€T , kdyz s '<s , tak existuje n&jaké x EM , 7e x>s' (tedy s 'neni horni zavora).
Pak i je infinum M, pokud je s nejvétsi dolni zavora M, tedy

(1) pro vSechna x€M je x=1 ,

(2) pro vechna i ‘€T, kdyz i '>1 , tak existuje n&jaké x €M , ze x <i' (tedy i 'neni dolni zavora).

1,oR
Existuje téleso, kde kazda shora omezend mnozina ma supremum. V jistém smyslu existuje prave jedno takové téleso.
Budeme mu fikat téleso realnych ¢isel.

2
Necht M SIR je zdola omezena.
Pak existuje inf M .

3, Archimedova vlastnost

Pro vSechna x €IR existuje n&jaké n€IN , ze n>x .

4, 0 hustoté Q a R\ Q

Necht a,b€RR,a<b.

Pak  existuji g€Q a r ER\Q takova,
ze g€(a,b)aziroven r€a,b.

5, 0 odmocniné
Necht n€IN,
x€[0,0).
Pak existuje prave jedno y E[ 0,00] , pro které plati y"=x .
Piseme = '\’/; .

Trojuhlenikova nerovnost
Pro viechna x , y €R plati |x+ y|<|x|+ [y
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Posloupnosti

Def:  Posloupnost realnych &isel je zobrazeni @ :IN—IR .
Pideme @, misto a (7) , posloupnost znagime (an)f;l nebo jen (a n) .

Def: Posloupnost (an) je

omezena, je-li omezena mnozina la,;neEN}
shora omezena, je-li shora omezend mnoZina la,;neNY,
zdola omezena, je-li zdola omezena mnoZina la,;neEN}
rostouci, pokud pro vsechna n€IN je a,<a,.,,
klesajici, a,>a,, ,
nerostouci, a,za,, ,
neklesajici, a,za,. .

Def:  Necht (a n) je posloupnost realnych éisel,

A€R.
Pak fekneme, 7e A je vlastni limita (a n) ,
piseme 11_1:1;10 a,=4 pokud

Ve>0 In,eN Vnz=n;: ‘a”— A‘ <€ (pro viechna € >0 existuje 7, takové, Ze pro vSechna =1, je
|a,—A|<e).
Posloupnost, ktera ma limitu, se nazyva konvergentni.

Véta: 1, o jednoznacnosti limity
Kazda posloupnost ma jednu, nebo zadnou limitu.

Véta: 2,
Pokud ma posloupnost @, vlastni limitu 4, pak je 4, omezena.
zvolimee=1 = IAn,Vnzn, = A-l<a,<A+1

M :=max||a, Aa+1], la—1]]

Dikaz:  POkud je M >nez vSechny cleny don,

PN

a"o

a zaroven jevetsi nez interval ve kterém leZi vsechny ¢leny posloupnosti od n
pak je posloupnost a,zhora omezena M

=>Vn l|sM

Obdobné¢ dokazeme i opacné pro omezeni zdola.

Def:  Necht (a,),(b,) jsou posloupnosti.
Rekneme, ze (b,) je posloupnost vybrana z (a,)

pokud existuje rostouci posloupnost (I’l k) prirozenych ¢isel takova, ze (bk ) = (Cl,,h) .

Véta: 3, o limité vybrané posloupnosti
Necht’ lim a,= A€R
n—0o0 ’
b, jevybranaza, .
pa limb,=4

k— o0

Véta: 4, o aritmetice limit
Necht’ 11_{130 a,=A€R ,
lim b,= BER
Pak plati:
(l) hm an+bn=A+B

n— o0
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(2) lim Cln'bn=A'B

n—oo

. an A
3) lim —=-—, pokud 5 #0 .

wou b, B

Véta: 5, limitaa <
Neehe lim a,= A€R
n—oo ’

lim b,=B€R

n—o0
Pak plati:
) A<B=3n,eNV n=n,n€N:a,<b, (Jsou-li (limity) A< B, pak jsou od uréitého 7, viechna @, <b, )
Q) Iny ¥ n=nya,>b,= A= B (Jsou-li od uréitého 1, viechna @, > b, , pak (i limity) 4> B)

Véta: 6, o policajtech
Necht'  jsou (an), (bn) , (Cn) posloupnosti takové, ze
dAnyV n=n;:a,<c,<b, (od urcitého 1, viechna a,<c,<b, ) a zaroven
lim a,=lim b,=A€R

n— 00 n—o0
Pak lim Cn=A
n—oo !

Def:  Roziifens redlni osa R =R U{+oo] , pficemz:
YV aeR:—ow<a<+w,
[+ 00| =[— 00| =00,
Y a€RU{+w}:a+w=+00, analogicky pro —oo ,
VaeR :a>0=a +o=+w0,Va€R :a<0=>q-+0=Fw0,

* o a
VaeR :—=0
mafeo
. ST . e 00— 00 0("‘00) . oo cokoliv
nasledujici vyrazy nejsou definovany: s U ER) T

Def:  Nevlastni limita posloupnosti.
lim a,=+oo
n—oo

pokud YV k3 n, Y n> n,.a,> k (pokud pro kazdé k existuje nejaké n, , od kterého vSechna a,> k).

Analogicky definujeme ilm a,=—%x

Rekneme, ze

>

— 00

Véta: 4%, VoALna R"
Necht lim a,=4€R ;lim b,=BeR " pak plati nasledujici, MLPSS:

(2) lim anbn=AB

.a, 4
3) llm—=§,pokudb¢0.

n—o O,

Pokud neMLPSS, nelze VoAL pouzit.

Véta: 7, o sou¢inu omezné a mizejici posloupnosti
Necht’ lim a,= 0

n—o0
(b,) je omezena.
Pak lima,b,=0

n— oo

a

Def: Necht MCIR.
Pak supremum sup (M) znaéi nejmensi horni zavoru M,

sup(M ):=min{x€R" ;Y meM :m=<x} .
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Analog. infinum inf (M) zna¢i nejvétsi spodni zdvoru M,
inf (M ):=max{x€R ;Y meM :m=>x} .

Pozn.

Véta: 8, o déleni nulou
Necht lim an=A€|R* ,A>0,

lim b,=0

n—oo

, ale existuje 71, , od kterého jsou véechna b, >0 .

.o a,
Pak lim —=+4o0.

n—00 n

Véta: 9, o limité monotoni posloupnosti
Kazda monotoni posloupnost ma limitu.

Def:  Necht (an> je posloupnost.

Definujeme b,=supla,; k>n},
c,=infla, k>n} .
Limes superior (an) , znacime lim supa, ,je lim n.
n— o0 n— o0
Limes inferior (@, ) , znatime liminf a, je lime,
n—o0 n—o0

Pozn., vzdy existuji.

Véta: 10, ,,0 limité a limes“
Necht’ (a n) je posloupnost.
Pak plati nasledujici ekvivalence:
lima,=A€R*<limsup a,=lim inf a,= 4

n— o n—0o0 n— oo

(Cesky: posloupnost (a n) ma limitu v 4 €IR " prave kdyz je limes superior i limes inferior dané posloupnosti rovno 4)

Véta: 11, Bolzano-Weierstrassova
Necht’ (an) je omezena posloupnost.

Pak existuje posloupnost (d k) vybrana z (an) tak, ze (d k) je konvergentni.
Véta: 12, Bolzano-Cauchyho podminka
Posloupnost (Cl n) ma vlastni limitu pravé kdyz spliuje:

Ve>0 In, Vm,neN:(mzn)A(nzn)) = |a,—a,|<e

Pro kazdé € >0 existuje n&jaké 1, tak, aby pii libovolnych m , n=n,, platilo (@, —a, <€
] ] 0 yp Y ob m n
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Rady

Def:  Nechf (a n):;l je posloupnost.

Cislo s,=a,+a,+...+a, nazveme k-ty &asteény soudet Fady Z a,.
0

Soucet Fady nazveme limitu (Sk),f;l , pokud existuje. Tu budeme znacit Z a,-

n=1

Def:  Pokud Z a,€IR , Fada konverguje (kg.),
Z an€{+oo , —oo} nebo Z a, neexistuje, Fada diverguje (div.).

Véta: 1, nutna podminka konvergence

Pokud Z a, kg., tak lima,=0.

Pozor! Touto vétou mizeme konvergenci jen vyvratit (implikace, ne ekvivalence)!
Dukaz:

S,i=a,ta,t+...ta,
lim §,=S €R — BC podminka(Vétal2)
Yean, NV m,n>n,: |S,—S |<e€
m=n—1 S, —S§, ,=a,
Vedan,V n=ny: |a,—0/<e — lima,=0

n—0o0

Véta: 2, o aritemetice iad

(1) pro viechny « €IR\ {0} plati ekvivalence:

Z ankg.®2 xa,kg.

(2) plati nasledujici ekvivalence:

Y akg; > b kg = > (a,+h)ke.

Dikaz:
S,:=a,ta,+...+ta
n k 174, =T =S,
T,.=xa+..+xa,
Dle VoAL pak plati:

Iim7, =alimS, MLPSS
limS, =lima&T,= élim T, MLPSS

(2) Diikaz je (1dajne) ziejmy, dle Véty 2.

Rady s pozitivnimi ¢leny

Mame: Zan, a,>0 = (S,)jeneklesajici:

n

Z toho plynou dvé moznosti: Z a,

=-+o00...div.
eR...kg.

Véta: 3, srovnavaci kriterium
Necht Z a,, z b, jsou fady s nezapornymi ¢leny a@,,,b,=0 a
existuje 71, takové, Ze pro vechna n=n,je a,<b, .

Pak plati:
1) Db kg = Y akg
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@ Y. a,div.= . b div.

Dikaz: k> ny polozime:

Sy=a,ta,+...+a, +ta,+ta, +..+a,
=4
Tk=bl+b2+"'+bn071+bnn+bn0+l+"'+bk
=B
Vidime, Ze pro viechna | < n, plati @, < bi . Z toho vyplyva Sk —4 < Tk —B.
Existuji 11(1_1:?0 Sk=9S, 11_{1: 1=t . Dle véty 5 pak S =<1 .
Pakplati (1) f <00 = § <00
2) §=0=>f=0w.
Véta: 4, limitni srovnavaci kritérium
Necht’ Z a,, Z b, fady s nezapornymi ¢leny (plati @, , b,20)a
.. a, *
lim—=keR ,
b,
pak plati nasledujici:
(i)  Prok=(0,00)plati ). a, kg = Y bkg.
(i)  Prok=0plati ) b kg. = Y a, kg
(i) Prok=ooplati ) a,kg. = Y. b kg.
Dikaz:  pro (i)
. _k o (4 k
Dle def. limity pro € = 5 existuje 71, takové, ze pro viechna 71 Zl’lo plati |—— kl< 5 .
n
Uréime 7| M, nésledovné: 0<I/l1 :=l‘k < ﬁ < é'k=l n,
’ 2 b, 2
1
Platitedy 7,0, < a, < nyk, . bnﬁn—'an
1
Z toho plynou nasledujici implikace:
> b kg = > nbkg = Y akg
V2 V3
1
D akg = Y —bkg = > bke
V2 & V3

Véta: 5, Cauchyovo odmocninové kritérium
Z a,, Z b, jsou fady s nezapornymi ¢leny (plati @, ,b,=0), pak
@) dqge(0,1) IAn, Vn=ny: '\’/;,,<q22ankg.
(Pokud existuje ¢ €(0,1) tak, Ze existuje 7, , Ze pro viechna 71 =1, plati '\’/a7n< q » tak Z a,kg.)
(ii) dg>1 3n, Vn=n,: ’(/a_n>q = Zandiv.
(Pokud existuje g > 1 tak, ze existuje 7, , Ze pro vechna 1 =n,, plati (/a_n> q ,tak z andiV. )

(iii) lim % <l = Z a,kg.

(iv) lim %>l = ZandiV.

Pozn., pro lim %= 1

n—oo

Véta: 6, d'Alambertovo podilové kritérium
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z a, tada s nezapornymi ¢leny ( @,> 0 ). Pak plati nasledujict:

@ 3ge(01) In, Vnzn: 2<qg = 3 a ke
a

n

an+l

<gq , potom Z a,kg.)

(Pokud existuje g €(0,1) a existuje 71, takové, Ze pro viechna 11 =>n,, plati

n

a
Gy  dg>1 Tn, Vnzn,: —>q = Y a,div.
a

n

an+1

>q , potom Z a,div.)

(Pokud existuje ¢ > 1 a existuje 71, takové, Ze pro viechna 7 =1, plati
n

. a, a, 1.
(iii) lim 22 <] = Z a, kg. (Varovéani! Neplati ale Vn s z a, kg. , protiptiklad: a,= ; div.)

n—w A, n

v lim2ts1 = Y div.

n—-w d,

Pozn., stale nic nevime, pokud se limita rovna 1.

Véta: 7, Ranbeho Kritérium

Z a, tadasnezapornymi Cleny. Pak plati:

W lim n(—=—1)>1= > a ke.

n— o0 an+1

a}’l

@ lim n(—=—1)<1= a,div.

n— o0 an+1

Véta: 8, kondenzacni kritérium
Z a, tada s nezapornymi Cleny.

Je-li a, nerostouci (tedy \v/ a,.a,za,,,),pak Z ankg. pravé kdyz Z 2”.a2n kg. .

Rady se znaménky

Def:  Necht Z a,|Kg. . Pak tekneme, ze posloupnost @, konverguje absolutng, Z a,kg.abs. .
n=1

Véta: 9, Bolzano-Cauchyho podminka pro Fady

Y akg o Ve>0 An,eN Vm,neN m,n>n,

Cesky: Z a, konverguje, pravé kdyz pro viechna € >0 existuje 7, tak, Ze pro viechna m , n>0 je
absolutni hodnota souc¢tu @,,... @, mensi nez dané € .

Pozn., tato véta je dllezita - jednd se o ekvivalenci.

Véta: 10
Pokud Z a,kg.abs. pak Z a,kg.

Lemma:Abelova parcialni sumace

Mégjme a,...a,,b,...b,€ER a
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k
Polozme sk=z a, .
i=1
n n—1
Pak Z ai.bi=z (Sn.(bi_bi+l))+siz'bn :
i=1 i=1
Pokud je navic b, nerostouci, tedy b, > b,>...>0 , pak

b, mins, SZ a; b,<b maxs,.

Véta: 11, Abel-Dirichletovo Kkritérium
Necht je a, posloupnost z IR
b, nerostouci posloupnosti z IR .
Pokud plati podminka (A) nebo (D) (nize), pak Y, a,b, kg.
@ 2 ake
(D) lim b =0,
Z a, ma omezené ¢asteCné soucty

dkeR VmeN ‘Sm| <k (Existuje k €R takové, 7e pro viechna m €IN je

<k)

s m

Véta: 12, Leibnitzova

upravuje podminku (A) z predchozi véty:

Je-li a,, rostouci, pak plati ekvivalence: Z (-1)"a,kg. = lima,=0

n— o0

Limity funkci

Def: Pro a€R;6>0,;6€R definujeme

prstencové okoli a velikosti 0 :
P(a,5)=(a—6,a+6)\|al
P(+w,8)=(L,00) a P(—00,8)=(-c0, 1]

pravé prstencové okoli a:
P.(a,6)=(a,a+d)

levé prstencové okoli a:
P(a,8)=(a—6,a)

okoli a:
Ula,s)=(a—6,a+5)
U(+,8)=P(+0,8)=(5,+0) a U(~0,§)=P(~w0,5)=(~w,3)

—_

pravé okoli a:
U,(a,6)=[a,a+5)
levé okoli a:

Ul(a,8)=(a—6,a]

Def: Limita funkce
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Rikdme, ze f:M —IR; M SR mav gR" limitu 4€|R" pokud

Pro viechna € >0 existuje > 0 tak, Ze pro viechna x€ P (a, &) plati f (x)€U (A4 ,€) (tzn.
f(P(a,8))sU(4,€)).
Ye>0 36>0 VxeR: 0<|x—a|<s = [f(x)—A|<e

Jinak také: -
XEP (a,d) f(x)eU(4,¢€)

Véta: 1, Heine
Miame-li ¢ , A€R"
f:M—-IR;McR
3A6>0:P(a,5)SM (existuje &islo § takové, Ze prstencové okoli P(a, 5) je v M),

Potom plati ekvivalence:

lim f(x)=4AeV(x,), "7” ,x,#a:lim f(x,)=4

x—a xX,—a n—om
Je-li limita f (x) v bod¢ a rovna 4, pak pro vSechny posloupnosti X, , které se pii n — oo blizi a, plati, ze

limita f (xn) pfi n— oo také rovna A4.

Véta: 2, jednoznacnost limity

Pro vSechny funkce plati, Ze ma v kterémkoliv bod¢ jednu nebo zadnou limitu.

Véta: 3, limita a omezenost
Necht fmé vlastni limitu v g €R" .

Pak existuje 6> 0 tak, Ze f{a) je omezena na intervalu P(a,d) .

Véta: 4, o aritmetice limit

Necht geR’,
lim f (x)=4€R”
lim g(x)=BER"

Potom plati, MLPSS:
lim f(x)+g(x)=A4A+B

@ lm
G  lim(f(x)g(x)]=4B
. [ f(x)\_4
o mflohs

Véta: 5, o dvou straznicich
Mime g€R’
k,g,h:-M—-R,M<R

Necht existuje 36 ,>0 tak, Ze pro viechna xEP(a , 60) plati f (x)Sh (x)Sg(x) a
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lim f(x)=lim g(x)=4

X— X —a

necht’

Pak take plati 1im h(x)=4

6, o limité sloZené funkce
Necht lim g(x)=A
X—a

lim f(y)=B

y—A
Pokud (P1) fje spojita v 4 nebo
(P2) existuje £ >0 tak, Ze pro viechna x € P (a, C) plati g(x)# A4,

Pak plati lim f(g(x))=B .

(nejslozitéjsi ptipad: fneni spojita v 4
vime hmf(y):B.
y—A

g(a) senesmi rovnat 4 (nebylo by definovano f (g(a))), ale pokud se bliz,
lim f(g(X))=lirrz1 f(y)=B )
yA)

plati v —a e
—A

7, o limité monotonni funkce

Necht f je monotonni na intervalu (q, b) eR”.

Pak existuje }iri fla) , )161512 fla).
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Derivace
Def:  Derivace funkce /M —-IR; M CIR;aeM

f'(a)=lim f(a+h)_f(a)

h—0 h

je

>

zleva [’ (a)=lim fla+h)=f(a)

b
h—0- h

fla+h)-f(a)
. :

zprava [ ', (a)=lim
h—0+

Véta: 8, vztah derivace a spojitosti
Necht’ fma v bodé a derivaci f'(a)ER.
Pak je f{a) v bod¢ a spojita.

Véta: 9, aritmetika derivaci
Necht f'(a), g'(a) existuji.
Pak:  (fxg)'(a)=f"(a)xg'(a)
(f-g)'(a)=f"(a)g(a)+[f(a)g'(a)

(i),(a)=f'(a)~g(a)+f(a)-g'(a)
g g'(a)

,pokud g (a)#0 a g je spojitd v a.

Véta: 10, derivace sloZené funkce
Necht existuji /' (vo) a g '(x,),
g Spojita v X ,
g(xy)=,.
Pak f(g(x))'=(fg)"(xo)=1"(g(x,))g"(x,) , MLPSS.
(tgel podminek pro g: musi platit  (x,)=, , abychom védéli, ze existuje /' (g(x,)) ; g je spojitd v X, dle vty 8)

Véta: 11, derivace inverzni funkce

Necht fje na intervalu (a , b) a rostouci (evt. klesajici),
existuje vlastni f ' (xo) #0.

Potom £~ ' mavbodé [ (x,)=y, derivaci:

(f_l(yo)) '=

f’(xo).

Véta: 12, I'Hospitalovo pravidlo

Necht geR" a plati jedna z nasledujicich moznosti:

o fim S L0=lim g(x)=0 )
) lim |g(x)|=oo (typ%)

x—a+

S =
Necht' také existuje 1M T A

x—a+t
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L fx) =
Potom plati, Ze hm+ 2(x) =4 (pozn, funguje stejné pro X = a_ax—a)
xX—a

Véta: 13, jednostranna derivace = limita derivace

Necht fje spojita zpravav a €R ,
existuje lim+ f'(x)=4€R "
xX—a

Pak f'.(a)=A (vyuzivame, pokud v ptedchozich vzorcich narazime napt. na MLPSS).

LX) I 4 r
O spojitych funkcich
Def:  Vnitini body intervalu J (vnittek J, int J) jsou body, které nejsou krajni.
Def: Mame f.. funkce
J... interval, J € Df.
f je spojita na J, pokud je f'spojitd v kazdém x €int J .

Pokud pocateéni bod J patii do J, pozadujeme i spojitost zprava v tomto bod¢, analogicky
pokud koncovy bod J patti do J, pozadujeme i spojitost zleva v tomto bodé.

Véta: Darbouxova
Necht fijespojitana [a,b],
fla)<y<f(b).

Pak existuje X E(a ,b) tak, ze f (x)=y.

Véta: Necht Jje interval,
fje funkce spojita na J.
Pak f (J) je interval.
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