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Determinanty

Opakovani:
Permutace na n prvcich je zobrazeni p:{1,...,n}—{1,..., n} , které je prosté a na.
S, zna¢i mnoZinu vSech permitaci na » prvcich.
(S,,°) tvofi grupu (existuji neutralni prvek, identita a v§echny inverzni permutace).
Inverze v permutaci je dvojice ij takova, ze i< ja p(i)> p(j) -
Znaménko permutace p je sgn(p)=(—1)""""""

Sudé permutace tvoi{ normalni podgrupu S, ; Faktorgrupa je izomorfni grupé ({1,—11,-) .

n’

Def:  Necht' 4 je ¢tvercova matice fadu #n nad télesem K,
potom determinant matice 4 je dan V}’Irazem

det(A):=Z (sgn(p Ha,p

PES,
Formalné jde o zobrazeni K" —K .

(1)‘ misto det(((l) 1)) )

Determinanty matic se znaci

0
0% det(A")=det (A)
Diikaz: det(AT)=z (sgn(p H Do) =z (sgn(p H Z (sgn(p Ha/ ()= det (4)
PES, i=1 PES, J=1 PES,

(*) vime, Ze j=p(i);i=p '(j) a sgn(p)=sgn(p”') - QE-D-
Disl.:  Pokud fadkova iprava neméni determinant, pak ani stejna sloupcova tprava jej nezmeéni.

gos Pferovnani sloupcti matice 4 podle permutace g
(a) nezméni determinant, pokud sgn(q)=1
(b) zméni znaménko determinantu, pokud sgn(q)=—1

Dikaz: Budiz A ptivodni matice,
B pferovnanéi matice.

n

det (B)= Z (sgn(p H bi v Z (sgn(p)I1 a; ;1) > protoze b, o =a;0b =a e dale se rovna
pes, pes, i=1 ’ ’ ’ o
& Lsgnlasgnla”)sentp PITL ) e V22 sgn(ghsenl™)=1 8 sen g sen(p)=senlg ™o p) e
sgn(q) Z (sgn(q'ep) H a0 (i) )=sgn(q)-det(4) . QE.D.
PES,

Disl.:  (a) zaména dvou radku zméni znaménko,
(b) jsou-li dva fadky matice 4 shodné, potom det (A4)=0 .

Tvrz.: Determinant matice je linearn€ zavisly na kazdém fadku matice.
Dikaz:  Na i-tém fadku provedeme (a) skalarni nasobek fadku
(b) soucet dvou radka
(a) Linearita viéi nasobku.
Budiz A pivodni matice,
A’ pozménéna matice (i-ty fadek vynasobeny re K ).

Pak det(A)=73" (sgn(p)ra’, ,qyew-a’; oy’ )= 2 (sgn(p)a, yocltoa, o) a, ., )=t-det(A4)

PES, PES,
(b) Linearita vuci s¢itani.
Budiz A puvodni matice.
Zkonstruujeme B,C pfedpisem ¥ jV k#i:a, ;=b, ,=c¢, ;>

Vj:a, ;=b, +c, ;-

Pak det(4)= Z (Sgn(p)'aLp(l]""'ai,mi)""'an,p(n))= Z (sgn(p )‘al,p(1)""’(bi,p(i)"_Cf,;y(i))""'a:z,p(n))=

PpES, PES,

= Z; (Sg”(P)'al,p(n'"-'b,,prf)'---'an,pm)+ ZS (sgn(p)-alvp(1)-...~c"p(l.]-...-a”wz])=det (B)+det (C) Q.ED.
PES, PES,

Diisl.:  Pri¢teni -ndsobku j-tého fadku k i-tému (pro i # j ) neméni determinant matice.
Dtkaz:  obrazkem

Postup: Vypocet determinantu
Pfevedenim na odstupniovany tvar pfi¢tenim nasobkui ostatnich fadkd,
ale nesmime prohazovat fadky ani nasobit f€E K,

zato miizeme provadét upravy i na sloupcich.
(pfednaska 2.3.09)
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Véta:

Dusl.:

Necht 4 a B jsou &tvercové matice stejného fadu nad K, potom plati det ( A- B)=det ( A)-det (B) .
Dikaz:
Je-1i A nebo B singularni, pak 4. B je singularni.

(@) E, odpovida vynasobeni i-tého fadku ¢ 0

1 0
Nektery fadek singularni matice 1ze slozit linearni kombinaci ostatnich, . .. ) det (E ) =|- K o ‘
odeétenim této kombinace ziskame matici s nulovym fadkem a stejnym = determinant soucinu ¢-krat vzroste: O A
determinantem =() . 0o
Je-li 4 regulérni, lze ji rozlozit na soucin elementarnich matic (b) E, odpovida pficteni j-t¢ho fadku k i-tému.

A=E - ..E,. o
* N ’ 1 ’
Potom plati det(A-B)=det ((E,-....E,) B)=det(E,(E,..-E,-B)) = = determinant soudinu se nezméni: det (E )= =1
- 0o ¢ 1
=det(E,)-det(E,....E,'B) -
(E,)-det(E, v'B) Tedy det (E,)-...-det(E,)-det (B)=det (E -...-E,)-det( B)=det(A)-det (B) -

Ad. *, mame dv€é moznosti.
Q.E.D.

(a) Ctvercova matice 4 je regularni, pravé kdyz det (A4)#0 .
(b) det(A ")=(det(a)) ", respektive det(A)-det(A ')=1 .

Znadeni: 4"’ zna¢i matici, kterd vznikne z matice 4 vypusténim i-tého fadku a j-tého sloupce.

Tvrz.:

Pozn.,

Def.:

Véta:

Véta:

Rozvoj determinantu podle i-tého fadku.
Pro libovolnou matici 4 fadu n>2 a
libovolné i€l1, ..., n}

plati det(A)=Z ai,j'(_l )i+j‘d€l‘(Ai’j) .
j=1

toto je efektivni pro fadky s n— 1 nulami.

Dikaz:

(a) Vytykani prvkta a,  z predpisu pro determinant — nebudeme dokazovat
(b) Vyuziti linearity: za?iéeme i-ty fadek jako vhodnou linearni kombinaci:

ey

(a,.ma; ,)=a,,(1,0,..,0)+a, »(0,1,..,0)+..+a, (0,0,..,1)

det(la,, .. a,|)=a;,det(1 .. o)+..+a; , det(jo .. 1|)
Zbyva urdit:
i+l 0 - 0 i+1 j+1 1 0 it it
detllo .. 1. o)= (Z1) -der( J=( ) (1) der (|« J=(=1)"det (4")
permutace fadkii " permutace sloupes x ,QED.

|| -
Tje na [i] Tje na[ 1] x - nikdy névyuzijeme

Pro ¢tvercovo matici 4 definujeme adjungovanou matici adj(A)
zména pofadi indexi!
—

piedpisem (adj(A)) A=(—1)i+j'd€l‘( I ) .

)

-1 1 .
Pro kazdou regulérni matici 4 plati 4 = det(A) -adj (A) .

Dukaz: z rozvoje podle i-t¢ho fadku:
A;-adj(A) =det (A)

ity Fadek

apro j#i:

A -adj(A4);= rozvoj podle i-tého fadku v matici, kterd vznikne z 4 nahrazenim i-té¢ho fadku j-tym fadkem =0
.......... det(A) 0

.......... _ - IR I
_____ TN Al (A)adi(4)

=7
; " Q.E.D.
......... 0 det (A) A

Cramerovo pravidlo
Necht’ 4 je regularni matice, potom
det(4,.,)
det(A) °
kde A;_,, znamena matici, ktera vznikne z 4 nahrazenim i-tého sloupce vektorem pravych stran b
Dukaz (1):

feSeni kazdé soustavy A-x =5 lze spocitat po slozkach vyrazem X, =

Y=d b= 1 {adj(A)-b) Dikaz (2):
det (4) OznaCme ], matici, kterd vznikne z J nahrazenim i-tého sloupce
1 1 5
X = ad) (A)b)= s X (adj(4)), b, = vektorem x.
" det(4 " det(4) 2 B
et (4) ' et () 5= Al =(de A, ..., Ax,.)=4,_,
Provedeme rozvoj podle i-tého sloupce v 4, , =
=#(A)‘det(AHb) _QED. Vime det (I, )=x, atedy det (4)-x,=det(4,,) ,QED
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Postup: Vypocet determinantu (ze cviceni)

a, n
I) V odstupiiovaném tvaru staci soucin diagonaly: =H a;
O an i=1
1 3 5 1 3 5 1 3 5
1)) Vytykénizfédku:E 0 4=E -6 -6 :(—6)~E 1 1 |=(-6)(—16)=96
7 3 -11 =27 -11 =27
= bl
) n=2 = ’z JFad=bc
12 3
123 |4 5 ¢
Iv) n=3 = Sarrusovopravidlo: 4 5 6= |7 8 9 =1-59+4-8-3+7-2:6-75-3—1-8-6—4:2:6=225-225=0
78 9 [1 2 3
{4 ;3
123 133
V) Rozvoj dle i-tého fadku det (4 Z —1Y"-det (A7) ;pt: 2 0 4= 0 o =( 1)”22‘3 3‘:(—6)~‘1 1‘:(_@2:12
j=1 6 7 3 16 7 9 7o [

Geometricky vvznam determinantu

Pozn., Zname rizné druhy obala X €IR", X =[xl Ve xk]

4] L(X ) Linearni obal ~ nejmensi vektorovy prostor obsahujici X.

L(X)=(D a;x, x,€X,a,ER]
i=1
2) A(X ) Afinni obal nejmensi afinni prostor obsahujici X.
k

k
AX)=(D a:x, x,€X,aR, D a=1]
i=1 i=1
3) K( X ) Konvexni obal nejmensi konvexni mnozina obsahujici X

—Za x;; X, €X,a,€R, Za=1Vl a.€[0,1]}

@) R(X) Rovnob&nostén vymezeny X.
k
R(X):{Z a-x;x€X,a,eR,Yi:a,€[0,1]}
i=1

Véta:  Pro vektory x,, ..., x, udava |det(A)| , kde 4 sestava z x,, ..., x, (po Fadcich anebo po sloupcich),

objem rovnobéznosténu urceného x,, ..., x
Dukaz (idea): Protoze pficitani jinych fadkd neméni ani determinant, ale ani objem.

n*

Disl.: Je-li  flinedrni zobrazeni R"—R" a
A=[ f |« je matice tohoto zobrazent,
vol ( f(v))=l|det (A)|vol (v)

objem obrazu téleso

tak plati, ze objem

Polynomy

Def.:  Polynom (téZ mnohoclen) stupné n v proménné x nad télesem K je vyraz
p(x)=a,x"+a, x"'+..+a-x+a,, kdea,.. a,€K,a,#0.
Znageni pe K (x) .

Operace s polynomy

m

p.qEK (x Zax a q(x be BUNO nz=m .

=0
Sc¢itani a odcitani

(pxq)(x Zcx kde ¢:=

Nasobeni skalarem

_a;+b,proi€(0,...,m|
a; jinak

teK,pak t-p(x)=) (t-a)x
=0
Nasobeni mezi sebou

m+n min(i,n)

(pq)l Z cox  kdece= D) a;b,_,

j=max(0,i—m)
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D¢leni se zbytkem
Ar,t€K(X):(deg(t)<deg(q))N(p=r-q+t)

stupen t

plx)—2Lx" " q(x)

Konstrukce feseni: b, ma stupenl nizsi nez p(x) .

prvni ¢lenr

Pozn., Typicky za x volime prvky z télesa K, ale lze i jiné struktury, napt. ¢tvercové matice nad K.
p(x)=a, x"+..+a, x+a,x’
p(A)=a, A"+..+a, -A+a, I

Lt Pro pelR(x) plati, ze p(x)=0 (tj. p(x)=0(x)=0 ), pravé kdyz a,=...=a,=0 .

Véta: Mala Fermatova
Pro kazdé a €Z,,a#0 plati a7 =1
Dikaz:  Zafixuji a, uvazim zobrazeni f:j—q-i .

Tedy 7:(1,.., p—1}-{1,..., p—1]} je prosté a fje permutacina {1,..., p—1} .

p—1 p—1 p—1

. . -1 . —1
1_[1=1_[ ai=ad" ~1_[t=>1=a" ,QED.
i=1 i=1 i=1

Diisl: VZ,:x"—x=0.
Vqe€Z,(x) 3reZ,(x) , deg(r)< p—1: Vx€Z,: q(x)=r(x)

Def.:  KoFen polynomu pe K (x) je takové a€K , ze p(a)=0.
Napt. polynom p(x)=x"+1

(1) makofeniv K

(2) nema koten v K

K

()
R
VA

(3) nema koten v 3
(4) makotfen 2 v K=Z,.

Def.:  Télesa, kde vSechny polynomy maji kofen, se nazyvaji algebraicky uzavi‘ena.

Véta: Zakladni véta algebry
Kazdy mnohoclen stupné alespon 1 nad € ma kofen.

Disl.: Kazdy mnohoclen stupné alespoii 1 nad € Ize rozlozit jakou souéin # monomu
p(x)=a, (x—x)-..(x—x,) , kde x|, ..., x, jsou kofeny.
Dukaz (idea): Zakladni véta algebry:
p(x)=a, x"+. . +a x+a, ...

Otazka: Reprezentace polynomt p(x) stupné n.
— pomoci koeficientl a,...a, €K (+ def.);
— na algebraicky uzavieném télese pomoci n kofent a a, ;
— hodnotami p(x) v n+1 riznych bodech.

snadné
n ~=
=N ax
p(x)=D a;x O X X
i=0
——

m
— jakym zplsobem lze uZzit koeficienty a,...a, polynomu p(x) ,

o (X ) - .
zname-li dvojice __"__pro n+/ riznych bodds X,...X,,; ?
=p(x)
— feSime soustavu o neznamych a,...a,

a,x\+ ... +a, x, +a, =y,

n

atetax,  ta=y,0

a,x,
n
1 X, X ay ¥y,
Maticové: . : :
1 Xt Xt a, Yn+1

Vandermondova matice

(pfednaska 16.3.09)
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Véta: Vandermondova matice je regularni, pravé kdyz hodnoty x,...x,,, jsou navzajem ruzné.

Diikaz:
Prvni fadek
, | odetteme od 1 X, e xT
1 X ee X |ostatnich ” n
. . Xy—=X; ot Xo—X)
1 x R : :
ntl ntl n n
0 x, =X, - XX

Provedeme rozvoj dle prvniho sloupce a vytkneme xi — x\=(x, —x,)(x} '+xi % x,+..+x7)

B 1 x,+x, Xo+x,x, Xt O -
[Te=x : = =)

2 2
Iox,,tx, x, +x X +x)

Vandermantova matice nal

proménnychx,...x =11 (%, =)

I<i<j<n+l

n+1

produkt nenulovy ( = matice regularni) <V x, riizné. Q.E.D.
Postup: Lagrangerova interpolace - alternativni postup, jak proloZit polynom stupné z body (x,, y,), i€{1...n} .
(x=x)(x=x,) o (x—x,_ ) (x—x,,, ). (x—x,, )
(o, =x ) (x,=x,) oo, =x, ) (x,=x,, ) (= x, 1)
Plati P(x;)=1apro j#i: P;(x;)= 0 (nékde mame x—x;=0 ... nenulovy Citatel).
Polozime P(x) =y, P,(x)+...+y,, P, (x).

Proi€(l...n+1} oznaéme P,(x)=

rvo

Uloha: Jakym zpiisobem sestavit m kli¢t, aby libovolny 1< m kli¢t dokézalo odemknout kéd, ale libovolnych méné nez n nikoliv?

Sestavme polynom stupnén—1 a urcime jeho hodnoty v m riznych bodech.
kod kli¢

Vlastni Cisla a vlastni vektory
Uvod: Jednoduchy abstraktni model dynamického systému.
Systém ... reprezentovan vektorovym prostorem J nad K
Dynamika ... reprezentovana linearnim zobrazenim f: V- V'
Stabilni stavy  (a) pevné body zobrazeni f ¢ili f (u) = u
(b) body jejichz obraz je skalarnim nasobkem vzoru: f(u) = au , a €K

~ , v 2
Pi: Osova soumérnost v IR

Def:  Necht’ V' je vektorovy prostor nad K a f/: ¥ — V je lin. zobrazeni.
Vlastnim ¢islem zobrazeni f'je takové /1 €K pro které existuje netrivialni u €V takovy, ze f(u) = A-u .
Vlastnim vektorem piislusny vlastnimu &islu X je libovolné u €V, tz. f(u) = A-u .
(Pozn: Zdvojena definice, abychom obesli =0 .)
Je-li V kone¢né generovany, tj. dim (V)= n €N,
potom lze f reprezentovat matici zobrazeni 4 =[f],, a rozsifit definici na matice:
Vlastni &islo matice 4 je libovolné A € K takové, ze A-x =A-x pro x €K" , x # 0 .
Vlastni vektor pfislu$ny vlastnimu &islu A je takové x €K" , Ze Ax = A-x
Mnozina vSech vlastnich ¢isel matice se nazyva spektrum matice.

Charakteristicky mnohoclen
Uvod:  f(u)=Ju,u+#0
Ax=Ax = Ax—ix=0 > Ax—A1Ix=0 = (A—-11)x=0
Def:  Charakteristickym mnoho¢lenem matice 4 nazveme polynom p,(t) , ktery je uréen vyrazem: p (¢) = det (A —1t-1)

Véta: Pro kazdou ¢tvercovou matici 4 plati, Ze A je jejim vlastnim ¢islem,
pravé kdyZ je A kotenem charakteristického mnohoélenu p ,(¢) , ¢ili p ,(A)=0
Dikaz: viz. avod... (A*Al)x=0 o A—Aljesinguldmi o det(A—¢-1)=0 ,x netrivialni! Q.E.D.

P Viz slidy.

Tvrz.: Jsou-li 4, B ¢tvercové matice stejného fadu nad stejnym télesem, potom A-B a B- 4 maji stejna vlastni Cisla.

I ./).(P Q)=( IP+JR  IQ+JS

Diikaz: 3t Pro nasobeni blokovych matic plati: (K \r s/ \kpiir ko+1s

C R R D

AB 0\ (I A\_(AB ABA\_(I A4} [0 O
B 0)\0 1 B B4 0 I)\B B4
Def: Plati: C-R=R-D , fikame, Ze C a D jsou podobné.
fo ] Podobné matice maji shodné charakteristické mnohoc¢leny.
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C=R-D-R"
pe(t)=det (C—t-1)=det(R-D-R ' —t-1)=det(R-D-R'—t(R-I-R"))=det (R(D—t—1)- R ')=det (R)-det(D—t-I)-det(R"")=P,(¢)

(*) *.toto=1

Podobné matice maji tedy shodna i vlastni ¢isla.

cii (1P 0 =Bl t = p (0= pt)=lr1HB 411l

Stejné charakteristické mnoho¢leny = stejna charakteristicka ¢isla, Q.E.D.

—1-1 0
B B-A—t1

Véta: Cayley-Hamilton
Necht p ,(¢) je charakteristicky mnohog¢len matice 4. Potom plati p ,(4) =0 .
p) 0 0 0
. y ) ; o, pt) 0 0
Ditkaz: Vyuzijeme faktu, Ze M -adj(M )=det (M-I, ,a dosadime M :=4—t-I= A .
00 0 p,)
adj(A—t-I) Ma na kaZzdém misté polynom proménné z.

Muzeme zapsat adj(A—t-I)=t" "B, _,+..+t-B+B, ,tedy (A—¢-I)(t" “B,_ +..+t-B+B,)=p (1) I=a, t"I+. . +a t-1+a, 1.

Koeficientu ¢” : —I1-B, =a,I |-4"
ug A-B—I1-B,_,=a-1 |4
u A-By=a, 1 |nic

Provedeme upravy (nasobeni jsou zleva) a seCteme. Prava strana je a”-a” +..ta;A+a,I= I’A( A)

—A"B, +A" (4B, —B, ,)+ A" (4B, ,—B, )+..+A4°(4-B,—B,)+A-(4-B,— B,)+4-B,=0 , QE.D.

Lt (1) Kazda matice fadu n ma nejvySe n vlastnich cisel.
¢ n vlastnich ¢isel (n€kterda mohou byt vicenasobna):

(2) Kazda komplexni matice fadu #» ma ,,prave
k
P (O)=(A=1)r(A,—1) = p,()=(A,— 1) (A, —2)*; D =0
i=1

(3) a, =det(A) dosazenim ¢t = 0
a,,—t

pt)=a, t"+. +a t+a,=det(A—t-1)= “rt

a t

@) a,=(-1)
(5) ay=A,-...-A, dosazenim t = 0 do p,(¢) = (A, —¢)-....(A

(6) an71=(—1)"_1'z ai,i=<_1)n_1'z A;
i=1 i=1

_t)

n

Uloha: (ze cviGeni) Ve mésté Pupakové jsou tii strany: Asketi¢ti, Bohati a Chudi. Podrobnym vyzkumem se zjistilo, ze 75% z téch,
co volilo Askety, je bude volit opét, 5% bude volit Bohaté a 20% chudé. Podobné z téch co volili Bohaté zvoli 60% Bohat¢,
20% Askety a 20% Chudé. 80% voli¢ti chudych je bude volit i v ndsledujicim obdobi, o zbylé hlasy se pod¢li 10% Asketi a
20% Bohati. Jak bude vypadat limitni rozloZeni sil v mistnim (sto¢lenném) zastupitelstvu?

a0 15 4 2
4=A (0,75 020 0,10 .  Ar=Ax 0d=d':=11 15 o
B (0,05 0,60 0,10 20 4x=20A x Y

Cc 10,20 0,30 0,80

¥t Rozdéleni dle popiskii okolo matice, napi. na diagonéle jsou ti co voli stejng.
Lt Soudet sloupcti matice da vzdy 1 (100%)

A =11
15—t 4 2
s et 5 |=05=0)(12=1)(16-1)+8+32-8(121)-8(15—1)~4(16—1) = 2\2=%=%
4 4 16—+ =(20—1)(12—¢t)(11—¢) = 1
A; 20
-5 4 2\ fo 9 =3\ [1 1 -1 =P )
Xpli|1 =8 2 ]=l0 =9 3 [=|0 -3 1| = -3+p=0=x,=p/3 = 7c=p(§;§;l)
4 4 -4 I 1 -1 o 0 0 x,=-2p
. p. . _1 s (1,11 o o
= ?+§+P—1 = P=5 7 NE(37e7 , kde kazda slozka je zastoupeni pfislusné strany.

1t Pokud bychom dosadili jiné vlastni &islo piiklad by nevysel smysluplng.

Véta: Necht x,, ..., x, jsou vlastni vektory pfislusné navzajem rliznym vlastnim ¢islim A,, ..., A, linedrniho zobrazeni f.
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Potom x, ..., x, jsou linedrné nezavislé.
Dikaz: indukei a sporem.

k
Necht’ x,...x, tvori nejmensi protipfiklad, tj. 3a,, ..., a,#0: Z a;-x;=0
i=1
k

k k k k
0=£(0)= f(Z ai-x,-) =2 a;f(x) =2 ard;xa0=20:0 =02 a;x, = 2 a;Arx,
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
k=1

k k
0=0-0= Z a;Apx; = Z a4 A X = Z (A=A )arx; = XX jsou linearné zavislé, SPOR s minimalitou protipiikladu. Q.E.D.
i=1 i=1 =l S~ =
0 #0

Def:  Ctvercové matice 4, B nazveme podobné, pokud existuje regularni matice R takova, ze plati: 4 = R™"-B-R

Véta: Necht matice 4, B jsou si podobné a A, X jsou vlastni ¢islo a pfislusny vlastni vektor matice 4,
potom y = R-X je vlastni vektor matice B pfisluSny vlastnimu ¢islu A .
Dikaz: B-y=(R-A-R')(RX)=R-A-X=R-A-X=A-RX=A-y
A=R"B-R = B=R"A4-R,QED.

Lt Vlastni ¢isla diagonalni matice jsou prvky na diagonale a kanonicka baze dava vlastni vektory.
Def:  Matice 4 je diagonalizovatelna, pokud je podobna néjaké diagonalni matici.

Aplikace: (@) A =R "-D-R; A = (D), je i-té vlastni &islo a j-ty sloupec R ' je vlastni vektor 4.
(b) mocnéni matic 4" = R"'-D"*R = (D"). . =(D)!

i ii

Tvrz.: Matice 4 fadu » je diagonalizovatelna, pravé kdyz ma » linearné nezavislych vlastnich vektori.
Dikaz: ~ Ma-li platit R'- 4-R= D , pak sloupce R jednozna¢né odpovidaji vlastnim vektortim.

Disl: (1) Ma-li matice 4 tadu n, n riznych ¢isel potom je diagonalizovatelna.
(2) Plati, e 4 €C"" ma vlastni &isla A, ..., A, nasobnosti 7, ..., 7, anavic Vi €{1, ..., k| : rank(A—A-1)=n—r,,
praveé kdyz A4 je diagonalizovatelna.

Fakt: Kazda ¢tvercova komplexni matice 4 je podobna matici v tzv. Jordanové normalnim tvaru, coZ je

Tento tvar je dan jednozna¢né az na potadi blokd.

Pt ((1) }) neni diagonalizovatelna.
Al 0
0% Necht A=( " Ima vlastni &islo A s pfislusnym vlastnim vektorem x.
0 A
0 1 0
_[o
Pak A-x=Ax o (A—A-1)x=0,tedy w1 | (% znadt ,,cokolive)
0 0 0

(A=A-T)

a lze nalézt posloupnost vektor, tzv. zobecnéné vektory, takovou, ze (4 —A-1)-x, = x,,, .
Def.:  Komplexni ¢tvercova matice 4 je hermitovska, pokud plati a; ; = @, ; (komplexné¢ sdruzené Cislo).

Def.:  Hermitovska transpozice 4 je 47, kde (AH),.J. = (;l)j_,.
Jinymi slovy:  hermitovska =d4"=4
analogie: symetricka A" =4

Def.:  Komplexni &tvercova matice 4 se nazyva unitarni, pokud plati 4”7 4= 1.

Lt Souéin unitarnich matic je unitarni: 4”-4 =7, B"B=1= (4B)"-(4B)=B" 4" 4-B=1.
1+ 1 1-i —I
.. _[ 1 14, _ 2 _ _ |3 V3 SI_pH_[V3 V3 -1 4. p_[0 O
Pi.: A_(l—i , ;P ()=t?-3t=>2,=3,4,=0 R= ; Q — R =R"= ;1 o R4 R_(O 3)
\4@ \,@ \'@ \6

Lt A je diagonizovatelna: 4-R = R-D
Lt AjepodobnaJ: 4-R=R-J
Véta:  Kazda hermitovska matice ma viechna vlastni &isla redlna a existuje unitarni matice R, Ze R-A-R ' je diagonalni.
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Dukaz: Indukei podle fadu matice A”; =4eC™".
Zakladni véta algebry = existuje vlastni ¢islo A

a k nému vlastni vektor !
Fakt: x' Ize doplnit dal3imi vektory na unitarni matici P,=| x'

(Dukaz: Gran-Schmidtova ortogonizace)
Nyni médme matici z které jsme vysli, jeji vlastni vektor a unitarni
matici.
H H
(prap | = AP = 0P,
o " N

"
e zdef 300 W hermitovska

A-P, ma v prvnim sloupci vektor A-x' .

P:[‘A'Pn mé v prvnim sloupci (A, 0, ..., O)T = AclR
(z 14, je hermitovska)

A o Jje hermitovska matice fadu n—1,

z indukee existuje R  unitarnitz. R' -4 R =D, , .
10 ... O
= p |0 -
Definujme: li” T ]_i” : R, =5
unitarni unitarni
unitarni
B AR=RY A, R=S1 P4, P,S, =
Lo .. O0ffa0 ... o\ft 0 .. 0
10 10 —
- R, : n-1 R, -
0 0 0
?) 0 0 " 3 0 0
=" ,QED
2[—1 A, Ry : D, Q
0 0

Opak.: «(K,)=n"" je podet koster Gplného grafu.
Def.:  Laplaceova matice grafu G na n vrcholech v, ..., v, je matice Q takova,
—le(v,v,)EE(G) ., .
ze q: ;= ( " ]) ( )517&]
0 jinak
q;:= deg(v;)
Q[’j je matice vynikla y Q vyskrtnutim i-tého fadku a j-tého sloupce.
Véta:  Pro kazdy graf G plati K(G) = det(Q'"")
Poznamka — diikaz:
—1 e e =1
n 0 0
0 n =n""?
0 . 0 n
Véta: Bimet-Cauchyho

Pro 4, BEK" " plati |4"Bl= 3 |4]:B,]; *: 16(“)5”}) .

Diikaz véty o «(G) : Ze w, je list ve zbylém stromu w ., ..., w, -

Zvolime orientaci G , Preusporadame sloupce Dl‘ podle potadi w,..., w, -

zavedeme orientovanou matici incidence

+1 0 ... ... ... O
1 vzatateke; +1 0 ... ... 0
DeR"™,;n=|V (G), m=|E(G)|;d, =} -1 v, konece, D= 0 ... 0
0 Jjinak ~ N
Lt D-D"=Q . Zavedeme D'= D bey prvniho fadku. +01
Plati p'.p'"=0Q"' a dle Bimet-Cauchyho: B
lemma ...determinant +1 .

det(Q")=det(D"-D'")= 3 |D1,~D1,T|= > |D112‘;K(G)

7=({1,.m) 7=(l1,...m]
n—1 n—1

Lemma 1: ‘ D}|=il , pravé kdyZ (e ;i€ 1} indukuji strom.

2) {ei; i€ I} neindukuji strom, pak existuje cyklus.
v, &cyklus= sloupce hran, které jsou LZ = det=0 .

— ma komponentu, kterd obsahuje v, :
Lemma 2: ‘D}|=() , pravé kdy? {e,; i€ I} neindukuji strom. e
Staci jiz jen dokazat lemmatka.

(1) {e,; i€} indukuji strom, spofddame vrcholy w , ..., w, tak,
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Uvod:

Def.:

Def.:

Pozn:

Véta:

Dusl.:

Prostory se skalarnim soudinem
Xy =xyeR
(iii) lal€R

Vektory miizeme nasobit jako matici:
YaeC: (i) atae€R (i) aa€R

Necht’ je V vektorovy prostor nad C . Zobrazeni, které dvéma vektoram 7, v € V' ptifadi ¢islo (u[v) €C ,
se nazyva skalarni soucin (ss), pokud spliiuje axiomy:

(N) Vaer: (ali)=0 o #=0

(L) YaeC, Vi, veV: (aul)=a @)

(L2) Va3, weV: Gi+3|R) = @) +(Flw)
(KS) VYa,7eV: (3la) = @)

(P) Viuer: (ili) =0

(1) Formalng: (Q[Q): VXV —C
(2) Pro prostory nad IR se skalarni soué¢in definuje stejné, (KS) se interpretuje jako V7, v €V:

i) = i)

(Vhi) =

(ufv) .

SS pro R stejné az na axiom (KS): (KS) Vu,ver:

(1) Standardni SS pro aritmetické vektorové prostory:

v=Cc" (@)=Y uv,=viu#uy

i=1
=R": (aPv)=> uv,=viu=u"v
i=1
It (ulav) = (aVi)=aVi)y=a W) =a <iZ >
(2) SS na IR" definovany pomoci regularm matice A4 : (i|V
naptiklad V :=R> A4 := 1) (ilv)=u (

(3) SS na prostoru spojit}'/ch funkci integrovatelnych na mtervalu [a,b]:

(flg)= I f(x)-glx)-dx

T 49,
Uy +2-u v, +2-u, v+ 51,0,

Necht' V je vektorovy prostor se SS.

Potom norma uréend timto SS je zobrazeni ||1||: ¥ — R dané ptedpisem ||| = 7lii) .

Vyznam: ||| ...délka vektoru u
|[Z2-¥|| ...vzdalenost vektord % a v
(aly) ...urcuje Gthel mezi # a ¥

Na R": {@lv) = |[u|||¥]]-cos(

Plyne z cosinové véty: ¢’

, kde ¢ je uhel sevieny vektory u a v.

=a+b —2ab-cosp
(u=vli—v) = Gli)+(V ) —2-al|-[|V]|-cos
(uluy —(ulv)y—vlu)+ ulu)y={ulu)+ v v )—2-||ul|||v|]-cos ¢

=-2-(ulv)

Cauchy-Schwarzova nerovnost

Necht’ V je vektorovy prostor se SS a normou z néj odvozenou, potom plati Vi, ver: K )| = Izl .

wilic
Dukaz: Je-li 4y =0 nebo y=0=0<0 plati.
a€C:|lu+av|| =0 atedy 0 <||u+a-v|} = (u+a-viutav)= (ulu)+aviu)+a{ulv)+a-a(vlv) .
Zvolime a := —%ﬁ eliminuje posledni dva Cleny.
viu u
0 = ulay~ L) Gy < Gl o) = Kb < PP = L) < Dl o g
) — ., QED.
%_/ ‘,4\/‘ BUNO
n B
(1) Nerovnost mezi aritmetickym a kvadratickym primérem: u €R": — Z u, < L >l
n:.z

i=1
Dikaz: Zvolime y=(1,..., "eRr"

Z,u Cubv) < [lull{v] -\ w~n , QED.

(2) Norma odvozena ze SS splnuje trOJuhelmkovou nerovnost: |lu+v|| < |jul| + ||v|

10
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Dikaz:  |lu+v|| = V(u+vlut+v) =V {uluw)+(ulv)+vw)+vv) < Vl[ulP+2 [ ul)]+ VP <
< VlulP+2-lall I+ VI = Nl +Iv D = lull+[v] QE.D.

Odbocka do analyzy

Def.:

Def.:

Tvrz:

Def:

Tvrz:

Def:

Tvrz:

Obecné je norma nad prostorem zobrazeni J —IR

1) Yuev: |luf] = 0 pozitivnost

2) YueVv: lul =0 & u=0 jednozna¢nost nuly

3) YueV,aeC: |aul|=lalul linearita (?)

4) Yu,vev: e+ v||< ||ul| +]v| trojiihelnikova nerovnost

n
jingch norem: L , normy na R": ||ul| p = \ Z |uip
i=1

stat. norma odpovidé p=2.

el = Z u;

p=o...||ull, = max u,
N

Ortogonalita
Dva vektory i a v v prostoru se SS jsou navzdjem kolmé (znadime 7 1 v ), pokud plati, ze (%[v) =0

Kazdy systém vzajemné kolmych vektort je linearné nezavisly.

Dikaz sporem: Mame: u,,..., u,: Yu,Lu; N Vi#j,aleLZ = u,=2a,»u,

i=2

0<<u,|uj>=<u12a,u‘.>=Za,<ul|ui>=0 = SPOR QE.D.
ps

Necht Z je baze prostoru V'se SS takovd, ze Vv €Z: ||[v||=1anavicVV, V' €Z: v #¥' = Vv1v'.
Potom takovou bazi nazveme ortonormalni bazi prostoru V.

Mgjme Z ortonormalni béazi prostoru R" .

>A"A=1=> A je ortogonalni.

I‘I

PakA= V]

(analogicky C": 4"”-4 =1, = A je unitarni)
Necht' Z=(v,, ..., v,) je ortonormalni baze prostoru V,

n
potom VY u €V : ﬁ=z<ﬁWl>-v1+<it'|\72>'v2+...+<it’|\7n>-v
=1

n*

n
Dikaz: 7,, ..., 7, je baze, vyjadiime: ¥ = Z a7, , cheeme ukizat: a, = (i [V,)

Gl = <Z a

> z a; <V |V > = a; ; moznosti: a) ,<>=0“pro j = j ,b),<>=1%proj=; Q.E.D.
= NI

2 moznosti
Pro ortonormalni béazi (v, , ..., v,) a vektor % €V se koeficientim <ﬁ|Vi> tfika Fourierovy koeficienty.

. o1 -~ g H
Parsevalova rovnost: Je-li Z=(v,, ..., v,) ortogonalni baze prostoru V, potom YV u,w €V : (ii|iw) = [w]; [u],

n n
Dikaz: ﬁ=z<u|vi>v,~ ; VV=Z<W|V,'>V/
~ -
n I 3
(ulw) = {2 (ulv,)v,
i=1

i=1 j=1

§<wlvj>v > ZZ@IV Y wlv Y wilv,) = Z<u|v><w|v>_[ ["[u], QE.D.

Linearni zobrazeni f: V7 — W mezi prostory s SS se nazyva unitarni, pokud fzachovava SS.
Vi, vev: ) =(f@lf ()

Zobrazeni f:V — W je unitarni praveé kdyz pro normy odvozené se SS plati:

Vaer: [lul =1 (ul

Dikaz: ,=>“ llull = ul) =~ F )l f ()= f ()|l
<= Jako u CS nerovnosti.
[vta-wl=w]|=

11
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Def:  Unitarni isomorfismus prostort s SS se nazyva ISOMETRIE.

Véta: Necht' V a W jsou prostory s ortogonalnimi bazemi X=Y, stejné koneéné dimenze,
potom plati, Ze f:V — W je isometrie pravé kdyZ [ f |, je unitarni.

Def:  Necht W je prostor se SS, V=W ,a Z=(v,, ...,v,) je ortonormalni baze V.
Zobrazeni p: W —V je definovano predpisem: p(u) := Y {(ulv,)v, se nazyva ortogonalni projekei prostoru W na V.

i=1

Lemma:Necht p je ortogonalni projekci W na V, potom i — p(#) L v, pro Vv, €Z

Dikaz: (i—p(it)lv,) = <1_';_Zn: (ulv;) V[> = <u|Vi>_i<u|Vj><vj|V[> = (ulv,)—(ulv;,) =0 Q.E.D.

Gram-Schmidtova ortogonalizace

Vstup: Libovolna véaze (u,, ..., u,) prostoru V se SS.
Vystup: Ortonormalni baze (v,,...,v,)
Algoritmus: pro i:=1 do n opakuj
{
i-1
Dow; = “i_z<“i|",->vj
Jj=1
2) v, = ! w
T
[Iwl
H
Korektnost: 1) w, L v, pro j=iz... = WiJ-Vj pro i#j
1 1
2) [lwill = o™l = mllwil\ =1
3) span(v,..v,_,, u;, v,,,...v,) zlemmatu o vyméng

Pozn, toto je vyuzito ve vété o diagonalizovatelnosti hermitovskych matic — potiebujeme G-S algoritmus.

e p(u) je nejblizsi bod z u v prostoru V.
a=T-pli) alb
b=1u—p(i)

l[a—b

I=la—bla—b) = \fa|a>—<a|b>—<bla>+<blb> > |[all

=0 >0

(4. 5.2009)

Ortogonalni doplnék

Def:  Necht V je mnozina vektorti ve vektorovém prostoru W se SS. Ortogonalni doplnék mnoziny V je mnozina:
vii=liew:uly Vver)

P¥: Kdyz hleddme feseni homogeni soustavy, tak hledime 4x=0 <=>hledame (r(a))" vidi std. SS.

It ucv = U2r*
Dikazz uyeV® o uly VveV = uly VveU o ucU" QE.D.

Véta: Necht' V je podprostorem W se SS, potom plati:

(a) V't je podprostorem W
(b) oy +=(0}
Je-li navic W koneéné dimenze:
(c) dim(V)+dim(V " )=dim(W)
@ () =y
Dikaz:  (a) L u,velt, YweW : (u+viw)=uw)+vw) =0+0=0 = (u+v)eV"*
I ueVauw) =a-(uw)=a0=0 = auev*
= L AIL = je podprostorem
(b) sporem: kdyby y €V NV, v#0 0= <:V 3;1>=0 spor.

Ptiprava na (c) a (d):
Vezmeme ortonormalni bazi X prostoru V a rozsifime ji na ON bazi Z prostoru W.

Y=Z\X X={x,...x,] Y={y,...y,)
Cil: Cheeme ukizat, 7e " = span (Y')

12
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Tvrz.:

K
1) Vx,€EXaVy€eY: xiJ_yvﬁij_Z/\ixiﬁ yevt
i=1
I

K
navic: w € span(W Z , VzeV:Z = > ax,

(wlz) <2 B,y;

2) Libovolné y €F * vyjadiime jako Z B. Gyt Z oG X;

i=1

k

z‘”> ZZ By lx) =0 = span(V)e¥’

=

0= (wlx,) =4, ZJeONbaze v swespan(Y) = V'Sspan(Y)
—konec pfipravy—
() dim(V)=1|X| ; dim(V*)=1|Y| ; dim(W)=|X|+|Y|
(d) (Vl) =span(Z\Y)=span(X)= 14 Q.E.D.

Pozitivné definitni matice
Necht' V prostor se SSa X = (y,,...,»,) je jeho baze, potom pro matici
A definovanou: a, ; :=(x|x,) plati,ze Vu,v €V : (ulw) = [wl-A{ul,
Pozn.: Je-li X ON baze, je A jednotkové,

ﬂ u_ZAx
[W]X=(Bl""’ﬁn) W=Zﬁix,-
i=1

<“|W> = <§"1 Ai X; é Bjxj> = i i AiBj<xi‘xj> = [W]Q'A'[u}x Q.E.D.

Dikaz:  [u], =(A,,...,A

i=1 j=1

Jaké vlastnosti musi mit A?

1)
2)
Def:

Uziti:
Véta:

Tvrz:

Tvrz.:

a; =(x;Ix,) =(x;Ix;)=a, = Ajehermitovska
u

/
musi zarugit, Ze (ulu) =[ul’-A-[u], > 0 pro u # 0

Hermitovska matice 4 fadu n se nazyva pozitivné definitni, pokud ¥ x €C"\ {0} plati:
H
x Ax>0.

V MA vysettovani lokalnich a globalnich extrémi funkci vice proménnych.

Pro hermitovskou matici A fadu n jsou nasledujici podminky ekvivalentni:

a) A je pozitivné definetni
b) A ma vSechna vlastni ¢isla kladna
) existuje regularni matice U takové, ze 4 = U1 U

Dukaz: (a=>b) A hermitovskd, A vlastni ¢islo 4 = A €IR , vezmeme vlastni vektor x, aby 4x = A x

0< H'A' =?\ 11.
., X x X X = A > 0
x"-x > 0(ze soutinuna C: a-a = 0)
(b=>c)  Ahermitovska => J regulami R, tz. 4 = R”-D-R, D diagonalni
D:dy=\d, 4=R"D"-D-R=U"-U

(c=>a) x"Ax=x"UTUx=(Ux)""Ux>0 o U jeregularni ax+0

Pro pozitivn€ definitni matice existuje jednoznac¢na trojihelnikova matice U s kladnymi prvky na diagonale takova,
7e 4 = U" U, matici U se fika Choleskeho rozklad.
Dikaz: algoritmem:
Vstup: hermitovska matice A
Vystup:  choleského rozklad, nebo odpovéd’, ze A neni poz. definetni.
Pro i:=1 do V proved”
=1
{ DU, :=\a,-), U,U,
k=1
2) neni-li u; €ER,u; >0 = STOP, A neni pozitivn€ definetni
3)proj=(1i+ 1) dou proved:

i—1
{uv = L r/_z Uy UA, }
Ui k=1
} Q.E.D.
(pfednaska 11.5.09)
H ~
Blokova matice 4= O( a;l je positivné definitni, pravé kdyz o«>0 a zarovei A — ~ a-a’ je positivné definitni.
a
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H
o a1-1 X a
Pozn., Gaussovou eliminaci sloupce pod «« dostaneme ~ |= ~ 1 I
a A 0 A——-a-a
X
<€ protoze alespon na jedné strané bude ostra nerovnost, jinak by muselo
Dikaz: < Necht xeC",x#0 , znatme —(*i|eg” - platit
X zarovell x =0A%=0 .
~ H ~ - . =,
x”-A-x=<x*.,x”>'(Fx a54)'(f‘)=<xﬁ~a+x”-a,f]-a"ﬂ”*‘)‘({')= = Polozime a=¢f'-A-¢, ¢=(10,...0)"
a X X . 1 . i
o ~ - I U 1~ . Pro libovolné 3eC"! zvolime x,:=——-a" -X , potom plati:
=xl‘o<-x1+x|'x”~a+x1‘a”~x+x”-A-x—&‘x”‘a-a” -x+;-x"-a~a”-x= &

“uoo~ 1
0<x”~A-x=x”-(A—&‘a~a”)+(;2-(;.4)
i 1 Hy ~ —_—, 1 % — I m. =0 >0
. —aa’ ) i+(Vaxi+—==x a)Nox,+—=a"-X)>0 -1

) ( "V M R ) ﬁA*E-a-aH je positivné definitni, Q.E.D.

>

0 yec yeC
=0

Disl.: (1) Positivné definitni matice 1ze rozeznat Gaussovou eliminaci.
(2) Jacobiho podminka: Hermitovska matice 4 fadu » je positivné definitni,
pravé kdyz maji matice 4,, ..., 4, kladny determinant, kde
A, vznikne z A umazénim poslednich »—i ¥adka a sloupct.
Dikaz: Aplikujeme pfedchozi tvrzeni rekurentné a prevedeme do odstupiiovanych tvard ...

Bilinearni a kvadratické formy

Def:  Necht ¥ je vektorovy prostor nad K a f’je zobrazeni V' X V' — K spltiujici axiomy:

1. Yu,v,welr: fu+v,w)=f(u,w)+ f(v,w)
2. Yu,veVVeekK: f(ou,v)=« f(u,v)
3. Yu,v,wer: flu,v+w)=f(u,v)+f(u,w)
4. Yu,veVVoeK: f(u,x-v)=«-f(u,v)

Potom se fnazyva bilinearni formou V.

Bilinearni forma je symetricka, plati-li Vu,v €V : f(u,v)= f(v,u).
Zobrazeni g:V — K se nazyva kvadraticka forma,

pokud existuje bilinearni forma takova, ze VueV: g(u)= f(u,u) .

Def.:  Necht' Vje vektorovy prostora X = (v,,...,v,) je jeho baze, pak
matice bilinearni formy fvii¢i bazi X je B, kde plati b, ;= f(v,,v,) a
matice kvadratické formy g je matice symetrické bilinearni formy, kterd g vytvotuje, pokud takova existuje.

Lk b, ;= flv,v,)= %'(g(V,-"‘V,-)—g (v;)—g(v;)) = matice kvadratické formy existuje vzdy,
je-li K charakteristiky # 2 .

Lt Pocitani s maticemi formy:

£ G, w)={u T BLw ]y provose | (25Ve 2B, )= 2 2 by vy

i
(W Wl B

glu)=[uly Bluly

n
Def.:  Pro bilinearni formu fna K" je jeji analytické vyjadieni polynom f (()c1 Y eers xn)T, (yl ) yn Z Z Xy b
i=1 j=1
Podobn¢ analytické vyjadieni kvadratické formy vici dané bazi.

Véta: Sylvesteriiv zakon o setrva¢nosti kvadratickych forem
Necht V' je prostor kone¢né dimenze nad R a g:7 —IR je kvadraticka forma.
Potom existuje baze X takova, ze matice g vi¢i X je diagonalni a prvky na diagonale jsou 1, -1 nebo 0,
navic pocet 1, -1, 0 nezavisi na X a je pro vSechny vhodné baze stejny.
(pfednaska 18.5.09)
Dikaz: (a) existence Tedy existuje R, 2¢ R"-B"-R=R"-B"-R=D".
Zvolime libovolnou bazi ¥, sestavime matici B’ formy g vici Y. Vime, %e pro B matici g vo&i Xa B’ vci ¥ plati B=[idJ§(Y-B i),
Vime, ze B’ je redlna symetricka. Zvolime B, S diagonalni matice, Ze:
Plati, Ze kazda symetrickd matice 4 ma vlastni ¢isla redlnd a existuje d,>0=b, =15 =Jd

2YiLd ii

ortogonalni matice R, 726 A=R-D-R""' (zndme v ,hermitovské* verzi).
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d <0=b =—1l,s =—d_ Zbyva jiz jen hranice 1/-1.
' ' ' ' Ozname n'=rank (B)=#1+#—1 .

d. =0=b,.=0,s. =1 ., . .
o v o Analytické vyjadieni formy g je

Vd.., 0 1 o\ [Vd.. 0 d 0

-1 4 I glw)=  xXI+xi+.+x-x, —..—xl,  kde
0 r
0 gz \o -\ o Ja | \o a, [u],=(x,,....x,)" ,r=#1vB
3 2 2 2 2 2
7 B 3 =" /T e P o Ul LA P , kde

o f T pir peol. p. A ,
Ciliplati R"-B'"-R=S"-B-S , S, R regularni. [u]},:(yl,...,yn)r,s:#lvB

=B=(S")"-R"-B"-R-§7", ¢ili pro bazi X: [id]”:R-S" plati, Pro spor af 7> s .
ze matice B formy g vici X je diagonalni a dle znéni véty ,,(1, -1, 0)“.

i i i g . P o zel({v, v Hul(iw o w
Pozn., sloupce [id |,, jsou tvofeny soufadnicemi vektori hledané baze X Zvolime netrivialni M M >
L L

| 2

vaci bazi Y. . .
(b) jednoznac¢nost: dim(L,)=r,dim(L,)=n—s .
Vime, ze pro U, V plati

v,),Y=(w,,...,w,) dvébaze takove,
dim (U )+dim(V )=dim(LLUUYV ))+dim(L{UNT)) .

Znageni: g:V >R, X=(v,,..,v,
ze matice formy g vici X, Y jsou B, B’ diagonalni ve tvaru

1 zeL({v,,...,v, )\[0]= pro [z],=(x,, ..., x,)" je
i ., 0 alespofi jedno z x , ..., x, #0 a zdroveil x_, ,..,x, =0=>g(z)>0 .
(odlisné jen délkou useku). zel((w,,,, m’wn})\{mi pro [z],=(y., . ...,yn)Tje

alespoii jednoz y

. +1""’yn¢0’.yl ""yA=O’éili
0 .

—_2 2 2 2
glz)=yit ety =yi==yu=0 spor QED.

=0

Pozorovani: #0 v B=n—rank(B) = n—rank(B')= #0v B

Def:  Vektoru (#1,#—1,#0) se fiké signatura formy, respektive signatura symetrické matice, a
piislusna baze se nazyva polarni baze.

Uloha: Na zavér, kolik Ize v IR? nalézt nejvice pfimek, aby kazdé dvé sviraly stejny thel?
(pokud nékdo chce, abych piepsal i tuto ulohu, necht’ se mi ozve)
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