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Matice

R - b,
Realny n-sloZkovy vektor p je usporadana vrstva realnych Cisel b={:|.0,€R
b

n

Vektory jsou sloupcové, pro fadkovy zapis pouzijeme transpozici ! = ( b, ..., bn) .

Matice typu m X 1 je schéma m-n &isel sestavenych do m fadkii a n sloupct: 4= a;‘

Elementarni radkové upravy matice:

(a) vynasobeni i-té¢ho fadku nenulovym ¢,
(b) piicteni j-tého fadku i-tému fadku (i # j) .

Pomoci operaci (a) a (b) 1ze simulovat i operace
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(b") pricteni r-nasobku j-tého fadku k i-tému tadku (i # j) ,
(¢) zaména dvou fadku.

Soustava linearnich rovnic
M¢jme m rovnic o n neznamych.

Pouzivame zapis ve tvaru 4-x =B , kde
AEIR™™" je matice soustavy,
b €IR"™ je vektor pravych stran a
X=(x,..., x,)" je vektor neznamych.

Matice (A|b) (tedy matice 4, k niZ je zprava piipsan vektor p ) se nazavy roziifena matice soustavy.

ReSeni soustavy 4 F=b je realny vektor ¥ €|IR" ,
pokud jeho hodnoty splituji viech m rovnic soustavy, tedy Vi :a Xt ta x,=b,

Matice 4 typu m X n je v odstupiiovaném tvaru, pokud
nenulové fadky jsou ostfe uspotddany podle poctu pocatecnich nul a
nulové jsou az za nenulovymi.

Pivot je prvni nenulovy prvek (zleva) daného fadku matice v odstupnovaném tvaru.
Bazové proménné v odstupiiovaném tvaru matice odpovidaji sloupctim s pivoty.
Volné proménné jsou ty, které nejsou bazové.

Hodnost matice rank ( A) je rovna poétu pivotd libovolné matice 4 '~ A v odstupiiovaném tvaru.

Nulové matice je matice 0, kde pro viechna i, j:(0) ;=0

Ctvercova matice je matice 4 typu mXn , kde m=n .

Jednotkova matice tadu n je 1, , kde (]n)i,j=[(l)gg§2] )

Hlavni diagonala ctvercové matice 4 je tvotena prvky (a ),-,l- .

Transponovana matice k matici 4 typu mXn je A" typunXm : (4"), ;=(A)

Joit
Symetricka matice je &tvercova matice, pro kterou plati, 7e 4= 4" .

Diagonalni matice ma na hlavni diagonale nenulové prvky, vSude jinde nuly.

Soucet matic stejného typu odpovida souctu prvki obou matic na stejnych pozicich:
A+B:(A+B), =a, ;+b, ;

Nasobek matice ¢islem x €IR definujeme jako nasobek vech prvka matice ¢islem o :
o« A:(ocd), =xa; ;.

Pozor, nasobek matice neni souc¢in matic!
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Def:  Soudin matic
Je-li  maticed typumXn a

Z o 12
matice B typu n X p , pak 1239 03 98
. . « o N A=(0013 B= AB= (23
AB je matice typu m X p urCena nasledovneé: 5950 20 i
01 )

A-B:(A-B)W:Z a; by ;
k=1

12 1.
Def:  Inverzni matice k matici 4 je M i 03 0.
5 ’ . ) nemotechnicky zapis: 50 9
¢tvercova matice 4~ typu n, kde . :
01 0.
7] — T
A4 -A=1,. A AB 1240095 -~
. . . L 001323
Def:  Reguldarni matice ma inverzni matici, - .
312079 31207

Singuldrni matice Zaddnou takovou nema. ., » .
Priklad soucinu matic

Tvrz.: Za predpokladu, Ze jsou vysledky operaci
definovany, plati:

(@) (4-B)'=B"-A"

(b) (4-B)-C=A4-(B-C)

(c) (A+B)C=A4-C+B-C

(d) A(B+C)=A4-B+A-C

Véta: Pro ¢tvercovou matici 4 jsou nasledujici podminky ekvivalentni

Tvrz.: Proregularni maticid plati A-A '=A""A=1I .

n
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Grupy

Binarni operace na mnoziné X je zobrazeni X X X — X .
Grupa je mnozina G s binarni operaci o , kterd splituje nasledujici axiomy:

(A)  Operace v grupé je asociativni, tj. pro (acb)oc=ac(boc) kazdé a ,b,cEG .
N) Grupa ma neutralni prvek e €G , neutralni vzhledem k operaci, tj. plati aoce=eca=a prokazdé a€G .

) Grupa mé vzhledem ke vSem a € G inverzni prvek b€ G |, takze plati a c b=boa=e

Pokud plati navic i axiom (K), nazyva se grupa komutativni nebo Abelova grupa.
(K) Operace na Abelové grupé je komutativni, tj. pro viechna a ,b€ G plati acb=boa

Priklady grup:
Aditivni grupy (operace © je odvozena od s¢itani):

+
(IR’JF)’(C’*)a(Z,+),(IR’"X",+),(L?rl[i]’ ).
Multiplikativni grupy (operace © je odvozena od nasobeni):

(R\{0},-), (@', ) (reguldrni matice fadun, -)

e
neni komutativni

Riizna pozorovani:
*  Proc¢ je neutrdlni prvek dan jednoznacné?
Dokazme sporem, pokud jsou €,# e, dva rizné neutralni prvky, pak dle axiomu (N) musi platit e,=¢e,ce,=e,,
coZ je spor s €,7e, .

*  Kazdému prvku grupy je dan inverzni prvek jednoznacné.
b=boe=bo(a Ob)Z(bOa)Ob—eOb b
(N) (I) (A) (D (N)

Dokazme sporem, jsou-li h#5 dva prvky inverzni k a, pak plati

coz jespors b#b .

« Platia=beacc=bocecoa=cob.
Diikaz je trivialni, y=qoe=a ccoc '=bococ '=boc=b, pro c° a analogicky.

e aox=b ma jednozna¢né feseni, stejné tak xoa=>b .
Dikaz: x=eox=a 'caox=a 'ob, pro druhou rovnici analogicky.

Grupa permutaci

Permutace na n-prvkové mnozing je zobrazeni p:{1,...,n}|—{1,...,n} , které je prosté a na.
Symetricka grupa S, je mnoZina viech permutaci na n prvcich spolu s operaci skladani o .

Skladani permutaci probiha nasledovné: (go p )(i)=¢( p(i)) (jako skladani funkcf).

o je binarni operace:
i # j=p)#plj) # =q(pli))#q(p(j))=q°pjeprosté
pje proste q ,ie;;gsté
Pro vSechna ie[l, n} existuje j takové, ze g (j)=i , protoze q je na.
Pro v8echna j E{ 1,. n} existuje k takové, ze p (k)= , protoZe p je na.
To znamen4, Ze pro Vsechnal existuje k, tz. (go p)(k)= ( (k))=i,¢ili go pje na.
Ovéfime axiomy grupy v grupé permutaci:
« (A):(rog)o p=ro(ge p) ... dikaz obrazkem.
«  (N): id je neutralni prvek: id (k)=k pro viechna k €{1,...,n} .
+  (I): inverzni permutace je dana takto: p (i)=j < p*1 (j)=

Poznamka: S, neni Abelova grupa, neplati komutativita (protipiiklad na S5 ).
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Znaménko, inverze a transpozice grup

Transpozice je permutace, kterd ma jeden cyklus délky 2 a n-2 cyklii délky 1.
Lidsky: pti kazdé transpozici pfehodime jen jeden prvek s jinym (permutace ,,po krocich®).
Kazdou permutaci pak lze ziskat jako slozeni transpozic.
Prvky i,j tvoii inverzi v permutaci, pokud i < j a zaroven p (i)> p () (v bipartitnim grafu se $ipky z i a j musi kiZit).

Znaménko permutace je &islo sgn ( p)=(—1)Pecct e veemutap,

Tedy naptiklad sgn(i, j)=1, sgn(transpozice)=—1 .
Na S; plati sgn(1,3.2)=sgn(3,2,1)=sgn(2,1.3)=—1 a sgn(1,2,3)=sgn(2,3,1)=sgn (3,1 .2)=1.
Plati sgn(geo p)=sgn(q)-sgn(p).

V dasledku toho také sgn ( p) = (_ 1 )pocet transpozic v libovolném rozkladu p na transpozice = ( _ 1 )sudych cykla p )

Podgrupy
Grupa (H , -) je podgrupou grupy (G ,°) , pokud je H €G a pro viechna a , b€ H plati ﬁ=@ .
vH vG

(Pozor! Rozdilné operace jsou schvalng)
Naptiklad (3 Z,+) podgrupou (Z , +) podgrupou (@, +) podgrupou (R, +) ...
Pokud je H podgrupou G, pak se mnozindm aH ={ach, h€ H| fika levé rozkladové t¥idy a mnozinim
Ha={hoa,h€ H | setika pravé rozkladové tiidy.
Normalni podgrupy jsou podgrupy Abelovych grup, plati pro né g =Ha < aHa '=H ...
Pozn, maji nasledujici vlastnost: pro viechna @, b€ G plati, ze pokud xE€ aH nebo yEbH , pak xo yE(acb) H .
Pokud je H neromélni podgrupou G, potom se faktorgrupou grupy G podle grupy H nazyva struktura ({aH ,a€ G/, ),
kde plati aH cbH =(a°b) H .
Naptiklad, faktorgrupou (Z , +) podle (3Z ,+) je grupa ({a,,}, mod 3) .
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Télesa
Necht' K je mnozina a
=+, - jsou binarni operace na K.
Téleso je pak struktura (K, +, ) ,

pokud spliiuje nasledujici axiomy:

(SA)  Scitani je asociativni.
Pro vSechna a , b, ¢ € K plati
(SK)  S¢itani je komutativni.

Pro vSechna a ,b€ K plati
(S0) Nulovy prvek (neutralni pro s¢itani).

Existuje 0 € K takova, Ze pro vSechna a € K je
(ShH Inverzni prvek scitani.

Pro kazdé g € K existuje —a€ K tak, ze

(NA) Nasobeni je asociativni
Pro vSechna a , b, ¢ € K plati
(NK) Nasobeni je komutativni
Pro viechna a , b€ K plati
(N1)  Jednotkovy prvek (neutralni pro nasobeni):
Pro viechna a € K\{O} existuje ¢~ ' €K tak, ze
(D) Distributivita s¢itani a nasobeni

Pro viechna a , b, ¢ € K plati
01) Netrivialita

Pozn., navic mame pozadavek uzavienosti na s¢itani a nasobeni, tedy

pro viechna a , b€ K plati

Metatvrzeni (tvrzeni o tvrzenich)

(a+b)+c=a+(b+c).

a+b=b+a.
a+0=a.
a+(—a)=0.

(a-b)-c=a-(b-c).
a-b=b-a.
aa’'=1.
a-(b+c)=ab+a-c,
0#1.

a+beK,
a-bekK .

Vsechny definice a véty o feSeni soustav v maticové aritmetice nad realnymi Cisly plati také pro libovolné téleso K, protoze
0 IR jsme vyuzili pouze vlastnosti dané axiomy télesa.

Sh

a-0=0
o 9 D (M) ® ) @
Dikaz: a-0=a0+0=a-0+(a-0—a0)=(a0+a0)—a-0=(a(0+0))—a-0=a-0—a-0=0"> Q.E.D.
a(—1)=—a
o K @D ®) (N1).predeh. 9
Dikaz:  4(_1)=(~1)}a=(0-1)a=0a—1a = 0-a=-a> QED

Pokud a-b=0 , pak bud a =0 nebo =0 .
(Z,, +, ) je t8leso, pravé kdyz n je prvocislo.

Charakteristika télesa je nejmensi n takové,

L l+1+1+...+1=0
7e .

n
Pokud takové n neexistuje, fika se, ze t€leso ma charakteristiku 0.

Charakteristika télesa je vZdy 0 nebo prvocislo.
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Vektorové prostory

Vektorovy prostor nad télesem Kje (V' , + , - ), kde
V je mnozina vektord,

+ je binarni operace s¢itni vektort,

- je binarni operace nasobeni vektoru skalarem z télesa K (zobrazeni K XV — V")
a plati nasledujici axiomy:
(SK)
(SA)
(S0)
(SI
(NA)
(N1)
(D1)
(D2)
Pozn., navic mame pozadavek uzavienosti na s¢itani a nasobeni, tedy

pro viechna u, vEV , a€ K plati u+verl a
avel.

Necht (V' ,+,-) je vektorovy prostor nad K a
U je neprazdna podmnozina V tak,

7e (1) provsechna i, veEU jeti+veEUa
(2)provsechnan€lU ,acKjea-uclU.

Potom (U, +, -) nazyvame podprostorem V.

Podprostor je téz prostorem nad K.

Necht (U,, i€1) je systém podprostori vektorového prostoru ¥,

Potom priinik Q U, je téz podprostorem V.

Necht' ¥ je vektorovy prostor nad K a

X je podmnozina V.
Potom L(X ) znaci podprostor generovany X, coz je prunik vSech podprostori V] které obsahuji mnozinu X.
Formalng L(X ):=M {U ; U podprostor V', XS U} .

Také se nazyva linearni obal mnoZiny X.

Def: (?) Necht V|, V,, ...,V jsou vektory vektorvoého prostoru ¥ nad t&lesem K.

Tvrz.:

Def:

k
Vektor Z a,;v, se pak nazyvé jejich linearni kombinaci.
i=1

Necht' ¥ je vektorovy prostor nad K a
XSV, tak

potom L(X ) obsahuje pravé vsechny linearni kombinace prvkl z X,

n
neboli  L(X)={@,i=) a,%,;neN,Vi:a,€K,x,€X} .
i=1

Podprostory urcené matici

Necht’ 4 je matice typu m X n nad télesem K.
Sloupcovy prostor 3 A) je podprostor K™ generovany sloupci 4,
SA):={ueK" ;i=A4-XproxeK"} .
Radkovy prostor ( ) je podprostor K" generovany fadky 4,
R(A):={veK";v=A"-JproyeK"] .
(4
(4

Jadro matice ) je podprostor K" tvofeny vSemi feSenimi homogenni soustavy A-X=0,

Ker
Ker(A):={%; A-3=0} .
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Elementérni Gipravy matice A neméni Ker (A) ani R(A) .

R(4),
Ker(A).

Potom ,7.3=0.

Necht VE
X€E
Linearni nezavislost

Necht’ V' je vektorovy prostor nad K.
Dana n-tice vektorti V) ..., V, €V se nazve

linearné nezavisla, pravé kdyz rovnice @,*V,+...+a,"V,=0 ma pouze trivialni feseni a,=...=a,,

linearné zavisla jinak.

(1) na poradi vektori nezalezi,

(2) jsou-li dva vektory shodné, je n-tice linearné zavisla, BUNO lze piedpokladat, Ze jsou odligné,

(3) jakmile existuje ¥, =0, je n-tice linearné zavisla,
(4) 1ze uvazovat mnoziny namisto n-tic.

Linearni zévislost znamena, Ze existuje netrivialni fefeni @, ..., a, ,kde a,#0 .
= c 7 1ue ’ ’ = al nd ai—] ai+1 an —
Potom lze V; vyjadfit pomoci ostatnich: V,=——V,—...———V,_ | ———V, | —...—V, .
a a a;

i i

=0

>

O nekone¢né mnozing€ fekneme, Ze je linedrné nezavisla, je-li kazda jeji kone¢na podmnozina linearn€ nezavisla.

Méame-li X €Y mnozZiny vektord, pak plati
XielZ=YielLZ
Yje LN = Xje LN.

Jak zjistit, zda je X € K" LZ i LN.

Oznaéme prvky X={L71,...,u_’m} ,

Sestavime z 1/71’. .., W, matici K™ (vektory zapiseme fadkove) a
pfevedeme ji do odstupiiovaného tvaru.

Dostaneme-li nulovy fadek, X je LZ, jinak LN.

Baze prostoru V je takova mozina X, ktera je linearn€ nezavisla a zaroven
generuje cely prostor V ( L(X ) =V).
kazdy prvek prostoru Ize slozit z vektorti baze a toto vyjadreni je jednoznacné.

Necht (\7’1 .., V)= X je uspotadané baze vektorového prostoru ¥ nad X.

Pro libovolny 7 €V nazveme koeficienty (a, ..., a,) € K" z vyjadieni i=a -V, +...+a,V,

vektorem soufadnic 7 vici bazi X a oznadime jej [u] Y-

Necht’ X je takova mnozina, Ze L(X)=V,
ale pro viechna ¥ < X'plati L(Y )# V.
Potom X je baze.

Z kazdého koneéného systému generatord lze vybrat bazi.
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Priklady vektorovych prostoru a dalSi

Trojrozmérny prostor: K =R’
(SK)  checeme dokazat: i +V=V+7
U+v=(uy,uy, u)+(v, vy, v3) = (u+v, vy, us+vy) <= (v, vy, vy)+Hu,uy, u)=v+iu

z def-= scitani skaldarii je komutativni
(SA)  chceme dokézat: i+ (V+W)=(ii+V)+w
U+(V+w)=(u,+v,, u, v, us+vy)+(w, wy, wy)=(u, +v, +w, u,+v,+w,, u, +v,+w,) viz. vise.

(S0) chceme dokazat: §+6=\7
P+0=(v,,v,,v,)+(0,0,0)=(v,+0,v,+0,v,+0)=(v,,v,,v,) =V

(SI)  chceme dokazat: ¥ +(—_\5)=6
§+(_§)=(V1,V2, V3)+(_V1 ’ _Vz ’ _v3)=(v1_vl B vz_vz y V3_V3)=<O,O,0)=O

(NA) chceme dokézat: a-(b-v)=(a-b)-V
a-(b-v)=a-(b-v,,bv,, bv,) = (abv,abv,abv,) <= ab(v,6v,v,)=(ab)V

... atak dale ... U vek. prostoru na ,,béZnych* vektorech jsou tyto dikazy trivialni.

Vektorovy prostor polynomii: V= z al--xi (= polynom => sub: Py, P,, ...)
i=0
Vektorovy prostor regulérnich matic: - je ,,ukazkovy®, s vektory (reg. matice) pracujeme:
S¢itame: (A+B=C=> ¢, ;=a; /.-I—bi, ]-) a nasobime skalarem: (n- A4 =n-a; j) , kde jsou A, B, C maticea n€IN .

Podprostor
Podprostor vektor. prostoru V je podmnozinou W S}, ktera je vektor. prostorem vzhledemk 0, ,,+“a,, - “zdédénym z V.
T.j.Plati VaeT Yu,veW: 0eW, u+veW ,a-veW
Pozn.: Priinik libovolného souboru podprostorti vek. prost. V je op&t podprostor.
Linearni obal
Je-1i X podmnozina vek. prostoru V, podprostor generovany X je prinik vSech téch podprostord W, které X obsahuji.
<=>
LO podmnoziny X ve vek. prostoru V je roven mnoziné vSech linearnich kombinaci vektortt mnoziny X s koeficienty z T.
Znagime: Span(x); (x);[x]
Priklady: Linearni obal dvou vektor v IR bude rovina, u tif vektort jiZ cely prostor IR* .

Linearni kombinace

k
Vi, V,,..., V, jsou vektory vek. prostoru V nad télesem T. Vektor Z a, \7[ se nazyva jejich linearni kombinaci.
i=1

Linearni zavislost a nezavislost
Vektory jsou linearn€ nezavislé, pokud jejich linearni kombinace (a Vit ta, V= 0| ma pouze trivialni feSeni.
tj. vektory lze nakombinovat na nulu jen trivialnim zptisobem (vyndsobenim nulou).

Napt: vektory ?, _j , .

a-(1,0,0)+5-(0,1,0)+c-(0,0,1)=(a,b, c);ﬁ_é =>ma pouze trivialni fe§. => tyto vektory jsou linearné nezavislé

- -

Zkusme s vektory i,__}', ,7 .
ai+b j+ck+d-1=a-(1,0,0)+b(0,1,0)+c(0,0,1)+d-(l,,1,, ) =(a+1,-d,b+1,-d,c+15-d)=

d<7=7a-;7bfifc-l<c'

a+ld=0 = 1,=—2 1 00
, et e d 0 1 0 linedarné nezavislé
hledame netrivialni feSeni => b
b+lz'd=0 = Zzz—_ O 0 1
d 00
e+l d=0 = l3=—% 0 0 linearné zavislé
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Vektory baze
Pokud B je soubor vektort a spliiuje span(B) =V, tak je B systém generatorii prostoru V.
Linearné nezavisly systém generatorti vektorového prostoru V nazyvame baze prostoru V.

Dimenze a Kernel matice
Def:  Bud A matice m X n . vektorové prostory s ni spojené:

— TFadkovy prostor = podprostor K" generovany fadky A,
— sloupcovy prostor = podprostor K" generovany sloupci A,
— jadro = podprostor K" generovany sloupci Ax = 0, oznateni Ker(A) (kernel).

Def:  Dimenze matice vektorového prostoru V je mohutnost n€jaké (a tedy libovolné) baze V.

Def:  Hodnost matice A je definovana jako dimenze jejiho fadkového prostoru, a budeme ji znacit rank(A).
Véta:  rank (AB)<rank (B)

Véta:  dim(Ker A)+rank(A)=n pro kazdou matici A s n sloupci.

hd rank(A) = rank(AT) = dim(fad.|]A) = 4
e dim(sl.|A) =4
dim(ker A) =1

>
I

kernel

|baze(sL.|A)|=|baze(tad|A)|=dim(sL.|A)=dim(Fad|A)

(diikaz na strané 9)

10



11 Linearni algebra — grupy, t¢lesa, vektorové prostory, linearni zobrazeni

Steinitzova véta o vyméné

Lemma:O vyméné
Necht  V|,...,V je systém generator vektorového prostoru V a
7 je libovolny vektor z V.
Potom pro viechna i takova, Ze existuji @, ,...,a,, @,#0 ,aby i=a, vV, +...+a, Vv,

plati, ze \_;1 R VT_l 1, V:H R \7,, je systém generatorQ prostoru V.

.1 " -
Dukaz:  Vyjadiime VZ=;'(M—01'V1—---—a,-l‘V;-l—a,-+1“"+1—--~—an‘vn) .

i

Pro libovolné e ) vime, Ze n 1ze vyjadrit jako kombinaci \7] LV

n’

Dosazenim za , ziskdme vyjadieni v pomoci v, ... v, i, V], ..., V,

¢ili tyto tvofi systém generatortl.
Steinitzova véta o vyméné
Necht' ¥ je vektorovy prostor,
X €V je linearné nezavisla a
Y je konecny systém generatort V.
Potom plati |X | < | Y | (mohutnost linearn& nezavislé mnoziny je mensi nebo rovna mohutnosti mnoziny generujici prostor)
a dokonce existuje Z SV takova, Ze:
@ |Z|=[Y|
(b) Z generuje V
(c) X<z
(d) Z\XcY (Xje v Z a zbytek Z patfi do Y)
Dukaz:
. Oznaéme{ﬁl,...,ﬁn}I=X\Y'
e Polozme ZO =Y.
+  Dale postupujeme indukci pro i=1,..., n:
+  Indukéni piedpoklad: Z;_; generuje V.
+  Dikazpro Z; :
Vyjiadtime @ vici Z,_ jako 8= 2 @7
W EZ,
ProtoZe je X linearné nezavisla, a . 1'7& 0 pro Wj & X ( X<V je LN, existuje alespoft jeden nenulovy koeficient prvku, ktery neni z X).
*  Pouzijeme Lemma o vyméneé,
polozime Z;: =(Zi_1\{Wj})U{ﬁi} .
+  Na konci ziskime Z,=Z .
e Plati: (a), protoze |Y|=‘Zo‘ =‘Z[|=- . =|Z,,
(b) z lemmatu,
(¢), protoze (X NY )SZ,, i ostatnich Z, . Ostatni #,€Z,, Z ..., Z, (pfidavali jsme vidy pouze prvky z X \¥ ).
(d) vyplyva z algoritmu indukce.

=Z’

Disl.: Pokud ma prostor ¥ kone¢nou bazi, tak
potom maji v§echny jeho baze stejnou mohutnost.
Dukaz: M¢&me X,Y baze V.
X je linearn€ nezavisla, Y generuje V =| x| <|Y|
Y je linearné nezavisla, X generuje V' :\Y| S\X|

Z téchto dvou nerovnosti vyplyva \ X |= |Y| .

Disl.: Pokud ma prostor ¥ konecnou bazi, tak
potom Ize kazdou linearné nezavislou mnozinu doplnit na bazi.

Def: Necht’ V' ma konecnou bazi.
Pak se o V' 1ika, Ze je konefné generovany a
pocet prvki baze je dimenze prostoru V, znadi se dim ( V) .
Lt Je-1i W podprostor V, pak dim (W) <dim(V) .
Véta:  Plati dim (U )+dim(V )=dim (UNV )+dim (L(UUV)) .
(soucet dimenzi dvou prostort
se rovna

souctu dimenze jejich priniku
a dimenze prostoru jimi generovaného)

11



12 Linearni algebra — grupy, t¢lesa, vektorové prostory, linearni zobrazeni

Dimenze sloupcového prostoru je rovna dimenzi radkového prostoru matice.
Tvrz.. dim(R(A))=rank(A).
A=~A"v odstuptiovaném tvaru, R(A)=R(A') .
Nenulové fadky tvoii bazi R(A4) a
jejich pocet je roven rank (A) .

Véta: Necht' 4 je matice typu m X n nad K, potom

plati dim (R(A))=dim(S(A)) .
Plan:  Chceme dim (S (A))=dim(R(A)),

N (e @ @

AOKAZEME iy (S(A4)) = dim(S(A"))=dim(R(A"))=dim(R(A))
Diikaz: (1) Ukazeme, Ze pfi nasobenim matic zleva nevzroste dimenze sloupcového prostoru.

M¢jme dany matice 4, R.

Spocteme 4 ":=R-A aozna¢ime i, ..., i, sloupce 4,

u,',...,u, sloupce A"
Plati #,"=R-u, .
Mégjme w'€S(A')aweS(A4).

n n n

Pak plati w '=z a,--ii,-’=z CZIRIZ:RZ Cll-'lj[l-= Rw (kazdy vektor z S(A) je ., R-soucinem * vektoru z S(A ’) ).
i=1 i=1 i=1

Vezméme baze V| ..., V, prostoru S(A4),

kde d =dim(S(A4)) .

IR

1l
—_

b,-v..

Vyjadiime W viigi této bazi, &ili W= oV

d d d
Potom plati w '=R~17v=R'Z blw\_;l:Z bi'R"—;i=Z b, V',  kde v'.es(4’).
i=1 i=l i=1

(Vyjadiime vektory z §(A ') pfes soucin matice R s vektorem ze S(A) a nakonec vuci bazi S(A4') , na které pak vidime, Ze ma nejvic d prvki)
Ciliv',,..., V', tvoii systém generatorti S( A ') a z toho plyne, Ze

dim(S(A'))<d=dim(S(A4)) .
(2) Je-li R regulérni, dimenze se nezméni, protoze lze zapsat 4 = R~ '- A 'a aplikovat postup z bodu (1).

Tedy dim(sL.|A)=dim(sL|A") .

(3) Pro matici A v odstupiiovaném tvaru plati dim(fad|A")=dim(sL|A'). [ Te. . — e
| —_— |
Diikaz obrazkem — 2 s 5 o ® L Lz
Pozn., zde S (A ')[ < dim(S1.|A") | obsahuje viechny vektory g L.;l_é_ e ahi R
ve tvaru (x,,...,x,,0,...,0), x,€K, gt i3 o) J
d=rank(A") Q

(4) Pro danou matici A nalezneme A’ v odstupiiovaném tvaru,
plati A "= R- A , pti€emZ R je regularni. BB e
Tudiz dim(fad|A")=dim(tad|A)) ba'ze 39 (A )
Ted mame, co jsme chtéli:
0.2 Q) )
dim(sL|A) = dim(sL|A")= dim(fad|A") = dim(Fad|A)

Disl: (1) rank(A)=rank(A"),
(2) R je regulami a tedy rank (A)=rank (R-A)=rank(A-R),
(3) sloupce (4-B)<sloupce(A) a fadky(A4-B)<iadky(B)
('sloupce (4-B)= span(ii= A% ; %sloupce B)={i'=A4-% ' ; %'€S (B)|SS(4) )
@) rank (A-B)<min{rank(A), rank (B)}
Tvrz.: Pro matici 4 typu m X n plati dim (Ker (A))+rank (A)=n .
Dikaz: rank (A)=dim (R (A))=# nenulovych fadkii v 4’ ~A=# bazovych proménnych soustavy(4-X=0)=s

——
odstup.

dim ( Ker( A))= dimenze prostoru feseni 4-X=0 ,
vime, ze kazdé feSeni 4-x=0 lze vyjadfit jako linearni kombinaci ¢ vektort, kde # je pocet volnych proménnych.

Pak s+¢=n .

12



13 Linearni algebra — grupy, t¢lesa, vektorové prostory, linearni zobrazeni

Linearni zobrazeni (homomorfismus) Kf‘ WW’

Lt Necht 4€ K" "a f: K"— K" je zobrazeni definované ptedpisem: f(u)=A-u . J_ji i—x:‘;(;ﬂ
- = - > ‘—>= - - U\ .__..—-"‘__'_F; |

oo s VI AT D)= AT A= )+ /) : 1 e
flau)=A(a-ii)=a(4-u)=a f (i) " e S L

. <, o Pt oy T - o e-1(7 / -"fF""‘"}
203 Reseni soustav 4- ¥ = b (odpovidajici f (X )=5b )odpovida hledani /() . ) — >4 {( )
v

Def:  Necht' V' a W jsou vektorové prostory nad stejnym télesem K. J i 3

Zobrazeni f:V — W se nazyva linearni zobrazeni, pokud plati:
(1) Vi, veV . fu+v)=f(u)+f(v)
2) VieV , YaeK : f(at)=a f(u).
Priklady:
*  Trivialni zobrazeni f (v) =0ew.
*  Vnofteni do nadprostoru VEW, f =id .
*  Pro aritmetické vektorové prostory projekce
P, na i-tou soutadnici pi(xl,. .o, xn)= X; .
*  Dalsi ptiklad:

Necht: V je prostor, X baze,

n=dim(V),
W=Kn’
fa)=lal,,; f:V->K"
Pak:
u=Za X, T}=Zbi<5c',» a1+b1 a, bl
X=%..%7) a+b a b

P N

ftel) :"

*  Geometrické zobrazeni v roviné
— posunuti neni linearni zobrazeni, protoze vSechny linearni zobrazeni zachovavaji pocatek
— osova soumérnost
— rotace } jsou linedrni zobrazeni, pokud zachovavaji pocatek

— stejnolehlost

N R , o (S +e)=f"+g’
»  Exoticky pfiklad: derivace je linearni zobrazeni v prostoru diferencialnich funkci ( f) , Iz
a- =a:

Véta: Necht' Va W jsou vektorové prostory nad K a
Xje baze V.
Potom  pro libovolné zobrazeni f o- X = W existuje pravé jedno zobrazeni f 1V — W takové, ze rozsifuje f 0 Cili

f(i;)=f0(v) pro viechna vE X .

13



14 Linearni algebra — grupy, t¢lesa, vektorové prostory, linearni zobrazeni

Dukaz:  Necht = .
Potom f(a)= (Z ai'v,) - Za"f(‘?)=z ai'fo(‘_;x)

iastnost . z0b. Jednoomabng viras
Disl.: Oznagime-li f(V)={f(ii);u€V}, pak
plati, ze dim ( f (V))<dim (V) (protoze f (V,),..., f (V) je systém generdtora f (V) ).
Def.: Mgjme vektorové prostory Va Wnad K,
f :V — W linearni zobrazeni a
oznacme bazi V jako X=(v1,..., vn) a
bazi Wijako Y =(w,,..w,) .
Matici [ f ] vy sestavenou z vektort soufadnic obrazl vektoru baze X vici bazi Y nazyvame
matici zobrazeni f vzhledem k bazim X a Y.

om0 [FGh = [ ()b ek

o [ )ly=0f T luly

Dikaz:
[ile=( ¢
C oy oqvr = = ul|y=|\:
*  Vyjadiime i=) a7V, a l4lx .
. )=, Za,v, Zafﬁ
. > S X)L =X ar f(3)],= X [f7)] =1 lal,
soucin[ii|, asloupce[f],,
o8 Slozeni linearniho zobrazeni je také linearni zobrazeni.

f:U—>V,g:V—W jsoulin. zob. =(ge f): U— W jelin. zob.
Dikaz:  (gof)(W+7)=g(f (@+7))=g(f(@)+/(3)=g(f (@) +g([(7)=(g> f)(@)+(g° £)(7)

Lt Pokud navic Xje baze U,

Y je baze V
Z je baze W,
wzplati [g° /1y =gl [/ |
Dikaz:  [(gof)(@)],=[ge /] lu];
[(go @] =g(f @D ]=lgly Lf @), =gl f e 17l
=lgof i =lgly 1/l
Def:  Necht Xa Y jsoudveé baze prostoru V koneéné dimenze,
pak matici pfechodu od baze X k bazi ¥ rozumime matici [id ] XY

0 lid |yy-lid lyx=lid lyy=1,=id |yx= ([id]XY)il

Postup: Vypocet matice piechodu pro aritmetické vektorové prostor

yV=K":

e  Pro bazi X—(Vl,---, V,,) sestavime matici A—<V1 seees \7”) .

e  Probazi Y=(W1 yeees W,,) sestavime matici B=(W1, vees Wn) .

«  Hledame |id | r

»  Proviechna ;€ K" plati U
u

*  Ztoho plyne 4 N
« A méme vysledek: [id ]XY=B_1'A )
*  Prakticky postup: Matici zkonstruovanou z (B |A) elementarnimi Gpravami pievedeme na (1 ,,|[id ] Xy) .
Disledky: lid |, =4
lid |,,=B""

Def:  Linearni zobrazeni f : V' — W, které je prosté a na,
se nazyva izomorfismem prostori Va W.

Lt Inverzni zobrazeni f ~! je také linearni zobrazeni.

14



15 Linearni algebra — grupy, t¢lesa, vektorové prostory, linearni zobrazeni

Dukaz:
© Wy, mame = (%), W'=f (') neboli z= " (iv )1'4' =f"(w) -
o pak S R)=FT(f @)+ f(7)= [ ara)=ura'=f"(w)+f (')

puzm, se

*  Pro f'(a#) podobné.

Tvrz.: Kazdy vektorovy prostor dimenze n nad K je izomorfni viaci K"
Dukaz: Zvolime baziX,
zobrazeni f: U—>[ﬁ]x .
Jfje izomorfismem, protoZe soutadnice jednoznaén€ popisuji vektory ve V2 [i], - U .
Véta: Necht Va W jsou prostory nad K s konecnymi bazemi X a Y.
Plati, 7e f 1V — W je izomorfni, pravé kdyz | /] vy je regularni.

Navic plati [fil]y)(:([f]xy)il .

Dikaz: < ovéfime [fJXY regulérnl';f]e izomorfismus *

+  Definujeme g: W — ¥ pomoci matice [g],,:=( 1) " -

* [(gof”xx=[g}yx'[f]xy=1,,=[id]XX;n=‘X|

. = fje prosté, protoze kdyby f (ii)=f (V) pro u#v , pak i=(go f)(ii)=(ge f)(V)=V , spor.
‘ [fog]Y)’z[f]xy'[g]yxzInz[id]yy,'n=|Y|

. = fjena = fje izomorfismus

9

= ovéfime £ je izomorfismus ;l 14y je regulérni (pozor na predpoklady vs. disledky!):

. znémefﬁ[fjw-[‘f"JYX=[fof"Jyy=[idJYY=1n, cn'=|Y]
o tedi s e[ f L=l Sy =lid] =1, =]
. z predchozich dvou fadkd vyplyva, ze [ f],,a [ /'], jsou vzajemn& inverzni.
Pozn.: dim(S(A))=dim(S(R-A)),kde R je regulani.
f:U - R-Uje izomorfismus mezi S(A)a S(R-A).
Tvrz.: Necht Va W jsou vektorové prostory nad K,

ozna¢me Z mnozinu vSech linedrnich zobrazeni z V" do W.
Definujeme soucet zobrazeni © a skalarni nasobek zobrazeni X :
Vf,g€ZNZeV:(fog)X):=f(X)+g(X)
V feZN¥ acKV eV (aX f)(Z):=a- f(3c')
Pak plati, Ze (Z ,o0,X ) je vektorovy prostor nad K.
Dukaz:  Idea dikazu
(a) fog,ax fzlstavaji linedrnimi zobrazenimi.
(b) Potiebujeme oveéfit axiomy.
le-li dim(V)=m;dim(W)=n ,
potom Z je izomorfni s K",

protoze kazdé f e 7 lze zapsat jeho matici.
(Postup: Regeni rovnic s linearnimi zobrazenimi.)

Tvrz.: Necht' f:V — W je linearni zobrazent,
pak (a) Ker(f):={x, f(x)=0] je podprostorem ¥
(b) pokud rovnice f (x)=h ma alespot jedno feseni x,
pak kazdé feSeni x Ize vyjadit jako X=X, +x ', kde x '€ Ker () .

Dikaz: (a)

. Mgjme ¥, %,€Ker(f) a€K .

. [ (& +5)=1(%)+f(%,)=0+0=0=(x+%,)€Ker (f)

. flax)=a f(x)=a-0=0=(a-X,)€Ker (f)

. Tedy Ker(f) je podprostor.

(b)
. fE=%)=f(3)-f(x)=b—b=0=(%—% )EKer(f)
S

Pozn., mnozina viech feSeni f (x)=b se zapisuje jako X,+ Ker ( f') a nazyvé se afinni prostor.
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Zadani:

PF. (1):

Reseni:

P¥. (2):

Reseni:

Pt. (3):

Reseni:

Linearni algebra — grupy, télesa, vektorové prostory, linearni zobrazeni

Ukazkové priklady na linearni zobrazeni
Mgjme vektorovy prostor ¥ pomoci linearni soustavy (A4]0)~A4-v=0;vE Ker(A) .
Chceme urcit bazi V' (mnozinu linearné nezavislych vektori generujici prostor V)
a dimenzi V (dimenze je rovna poctu vektort baze).

123)

Dan prostor V=[V€Zg | A-i}':OJproA=(4 23

Vi
123.‘}:0
4 3 3/ 2 \0

v

3

(123|0)~v1v2v3\7
433|0—(123|o)
001 |0
Vyfesime soustavu linearnich rovnic:
1 vy;=0
2 v, =t, parametr (maze byt cokoliv a stejné fesi soustavu; volna proménna v matici).
v, +2-v,+3-v,;=0
3) v, +2:1=0
v, =3¢
Vektor feSeni matice (VI, V, Vs )T nam tvori prostor V (diky parametru; nezaménovat s generovanim prostoru):
V={(3-t,2-t,0)T| teZs] .

Bazi generujici V ziskame dosazenim parametru, nejvhodnéjsije £ =1 :

]

Dimenze je pak dim (V' )=|B|=1 .

1 0 0 2
Najdéte bazi a dimenzi prostoru V={_\3€IR4|A-_\5=O}proA=(1) é g f
3 -7 =6 17
1 0 0 2 1 0 0 2 10 0 2 1.0 0 2 1 00 2 |0
1 1 0 4]1.]0 1 02~0102~0102:0102|0
0 3 2 1/10o 3 2 1]{10o0o 2 5|10 o0 2 -5 00 2 =510
3 =7 -6 17 0 -7 -6 1/ \0 0 —6 15 000 O 000 0 |0
VyteSime soustavu linearnich rovnic:
(1) v,=t, parametr.
@) 2v;=51=0=v;=31
3) v, +2-1=0=v,=—2-
@) v,+21=0=>v,=—2-1
T
Méme opét vektor feSeni matice, (—2-f, —2-1, %'t 1) .
T
Pak  vektorovy prostor je V={(—2-t,—2‘t,%'t,t) lteR] ,
T
bazi vytvotime dosazenim ¢ =1 jako B={(—2,— 2,%,1) ]
a dimenze je dim (V )=|B|=1 .
N 7 . 1001011
Najdéte dimenzi a bazi V=[VEZZ|A-v=O}proA= 01 1 1111
1101100

1001011 1 00 1011 100 01 1

o111 1 1 1J=011 111 1]=0 11 11 1

1101 1 00 010 01 11 0 01 00 0
Mame spoustu volnych proménnych, oznacime je zase jako parametry:

V=D VS V=8, Vv, =t
Vyfesime soustavu linearnich rovnic:

vit p=0=v;= (=1)-p=p
) NS
ptipominam, jsmevZZ

) v, tvytptr+s+t=0=>v,=r+s+t
3) vitptst+t=v=p+s+t

16



17 Linearni algebra — grupy, télesa, vektorové prostory, linearni zobrazeni

Vektor feenije V=(p+s+t,r+s+t,p,p,r,s,t).
Pak vektorovy prostor je V={(p+s+t,r+s+t,p,p,r,s,t)T|p,r,S,t€ZZ}
Bézi vytvotfime postupnym dosazovanim parametri:
(1) p=1;r=s=¢t=0=v,=(1,0,1,1,0,0,0)"
@ r=1;p=s=t=0=v,=(0,1,0,0,1,0,0)"
(3) s=1;p=r=t=0=v,=(1,1,0,0,0,1,0)"
@ t=1;p=r=5s=0=v,=(1,1,0,0,0,0,1)"
Pak B=(V,¥,,7,,7,) .
Dimenze prostoru je dim (V' )=|B|=4 .

Zadani: M&me dany vektorovy prostor ¥ pomoci mnoziny generaoru (vektort).
Chceme uréit jeho bazi a dimenzi.

N— o =
SO =N
S SES)

P¥. (4): Pro prostor ¥ nad Z3 generovany najdéte bazi a dimenzi.

N

Redeni: Zapiseme vektory fadkové (budeme provadét fadkové upravy):

10120 1 01 20 101 20
21 00 1)=0 1 1 2 1|=f0 1 1 2 1
221 2 2 0221 2 0000 O
Takovato matice pfevedena do odstupiiovaného tvaru obsahuje linearné nezavislé vektory generujici W, tedy jeho bazi.

Méme tedy B= adim(W)=2.

o~ O —
—N——o

, najdéte bazi a dimenzi.

00 0 0 1
11 0 2|fo
020 -5 lo
0 -4 0 —10/ \o

P¥. (5): Pro prostor Wnad IR generovany

Ll oo —

— o= =
|
S oo o—

Reseni: Postup stejny jako u predchoziho ptikladu.

100 0 0 100 00 10 00 0

120 0 -1y Jo2 0 0-1]foo =20 —5|_

01 1 0 2 01 1 0 2 11 0 2

23 -10 -4/ \0 3 -10 —4 0 -4 0 —10
1

0

0
1 0
Baze je B={(1,0,0,0,0)T, (0
Dimenze je dim (W)=
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18 Linearni algebra — grupy, t¢lesa, vektorové prostory, linearni zobrazeni

Skalarni soudin
Necht’ V je vektorovy prostor nad télesem T. Skaldrnim souc¢inem na prostoru V nazveme kazdé zobrazeni f mnoziny V x V
do télese T, které ma nasledujici vlastnosti:

(i) (X7)=(3I%) VX, 7€V

(i) (X+7]z)=(%|2)+(7|Z) Vx,7,zeV

Gi)  (a-X|[7)=a(Z[p) V%, 7€V YaeTl
(iv) (X]x)> VxeVr

Norma vektoru: Znagime ||y ]| a pocitame \(¥]¥) . Normalovy vektor pokud [[¥[=1

Cauchyova-Schwarzova nerovnost: X)) |< &Il

Dikaz: (}—a-ﬂ}c’—a-j})zo (||32—a')’;|[220) (}J_j;’) nasobime vektor sebou samym
(X[%)—2a(X]y)+d’ (3]7)=0
az-(j}ﬁ;) +a-(—=2:(X|9))+(X|x)=0 kvadraticka rovnice v a => parabola v 1. nebo 2. kvad.

=> Diskriminant < 0
= 4-(X|p)—4-(3[9)-(X[%)

Vyuziti: Usnadni praci napf. s integraly.

A
o

=
<
™A
==t
==
==

<[&l+ 1l

)=
l(x+y F=G+313+3)=GR)+ (EF)+31%) +(39) = FF +2-G9) + 7 F

zenmmy 1l |bodu dej. z (i)bodu def.
d z (i )bodu def. (i)bodu def.

Trojuhelnikova nerovnost: |(3E +7)
X

Z definice plyne:

Dosadime dle Cauchyova-Schwartzovy ner.: (35|j’/)$ |(5c>|j’/)|s||3c'|| "_J;’”

A C S ner. vzorecek
Sestavime tedy nerovnost:
Y I3+ 9)F < Ff+2-RIHPIFBE = (& + 517
G+ F<(RI+IPD = WF+9) <RI+l

Gramova-Schmidtova ortogonalizace
— umoziuje ndm z libovolné baze vytvofit bazy ortogonalni
— vyjadifume vektory pomoci normalového
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