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Binarni relace
Def:  M¢jme mnoziny X, Y.
XY={(x,y),x€X,y€Y|

Kartézsky soucin je — .
uspofadané

Def:  Binarni relace na mnozinach X, Y je libovolna podmnozina X XY .

Def:  Skladanirelaci RS X XYa
SCYXZ
je RoS S X X Z takova, ze {(x,z),‘xEX,ZGZ} a
pro viechna (x, y)€ Ro S existuje y €Y tak, aby (x, y)ER,(y,z)ES.

Zobrazeni
Def: Zobrazeni z mnoziny X do mnoziny Y je
binarni relace /S X XY takova,
7e pro kazdé x € X existuje pravé jedno y €Y , aby (x, y)E f.
Piseme f (x)=ynebo f: X —Y.

Def: Zobrazeni je

prosté (injektivni), pokud pro vSechna X; X, € X plati, ze
pokud f (x,)=f(x,), pak nutngi x,=x, .
(dvé rozdilné x se nezobrazi do jednoho y)

na (surjektivni), pokud pro kazdé y €Y existuje n&jaké x € X tak, ze [ (x)=y.
(pro kazdé y existuje n&jaké x)

vzajemné jednoznacna (bijektivni),
pokud f'je zarovei prosté a na,

tedy pro kazdé y €Y existuje pravé jedno x € X tak, ze f (x)=y .
L Mg&jme X, Y kone¢né mnoziny a f : X — ¥ bijektivni,
potom |X|=]Y] .
Naopak, pro kone¢né | X|=|Y|
je 1 X — Y prosta, pravé kdyz je na.

Tvrz.: Pocet podmnozin koneéné n-prvkové mnoziny X je roven 2" . (viz. Kapitoly z DM str. 70-71)

Tvrz.: Podet podmnoZin konetné neprazdné n-prvkové mnoziny X, které maji sudou (resp. lichou) mohutnost, je 2"~ ! .

. . » L oon(n—=1)..(n—k+1) n!
Tvrz.: Pocet podmnozin konecné n-prvkové mnoziny X mohutnosti £ je =

k-(k—1)-..-1 (n—k) k!

Def:  Relace REX X Xje
reflexivni, pokud pro vSechna x € X plati, Ze (x , x)E R,
symetricka, pokud pro vSechna x , y € X plati, ze pokud (x, y)€R ,paki(y,x)ER,
antisymetricka, pokud pro viechna x , y € X plati, ze pokud zaroven (x , y)E Ra ( Yy, Xx )ER , pak
nutné x=y,
tranzitivni, pokud pro viechna x , y, zE€ X plati, ze  je-li (x, y)ER a zaroveii (y, z)ER , pak
nutné (x,z)ER.
Def: Ekvivalence na mnoziné X je
relace REX X X,
ktera je reflexivni,
symetrickd a
tranzitivni.
Casteéné usporadani na mnoziné X je
relace SC X X X,
ktera je reflexivni,
antisymetrickd a
tranzitivni.

Def:  Mg&jme ekvivalenci REX X X,
xeX.
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Trida ekvivalence R piislusejici prvku x

jeR[x|={yeX  (x,y)ER].

Tvrz.: Je-li RS X X X ekvivalence na X, potom
(1) pro viechna x € X je xER|[ x|,
(2) pro viechna x, y € Xje bud R[x|=R|y]
ancbo  R[x|NR[y|=4,
(3) tridy ekvivalence jednozna¢né urcuji R.
Tvrz.: Mnozina k-prvkovych podmnozin n-prvkové mnoziny X,
kde 0<k<n,

[Y,-YgX,IYI:k}:(k ,

[ FreliH )

Disl.:  Pro n€IN plati z (Z)=2" :

k=0
Tvrz.. M&mek ,n€N.
Potom plati

T2
o (i

(3) Je-lli 0<k<n,pak

Hn b ]

Véta: Binomicka véta

X

ma pocet prvkl

Mé&me n€IN,
n . /
pak (X+y) = (n)x “yf (kde() k!(n—k)! /)
k=0 k
Dukaz:

Pomocné vypocty:

+L)= n! nbl o+l =(n+1)
k+ 1)k n=k=1) (n=k)(k+1) " (k+1)-n—k)! \k+1

_ n! n! _ n!
(Z)+(k~nk])_k!(n—k)!+(k+1)!-(n—k+1)!_k!(n—k—l)!'(n—

Diikaz matematickou indukei
(1.) indukéni krok: pro n=1
1
1 1-k _k 1 .0 0 1
(x+y) =Z Uy yi=l-x -y +1l-x-y=x+y
k=0 k
(2.) indukéni krok: pro =2,

predpokladame, ze plati pro 5 , Piidame x a y do sum:

dokazeme pro n+1 : i [ n k+1 k- i [ n k _ k+1
n+l1 = x'ﬁ + xn7 =
(x+y)n+1=2(7’l']|€'1)xn+l—kyk= k=0 _(k) Y | k=0 _(k) g l
k=0

Substituce: [=k+1

Pouzijeme indukéni pfedpoklad: (intervaly sum musi byt stejné, takZe posuneme horni mez):

2l

Roznéasobime x a y:

n n+1 /”_’(i
(x—l—y): = n xn—k+l k + n xn—l+1 ] —
2\ 4 ,2 -1 Y

Vyjadiime n+1 ¢len zvlast’ (opét zmeéna intervalll sum):

k +y.§[(z)xn-"y"]= Ty +Z ( ) o k%g[(lfl)xn_myl]:
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Dosadime:
Secteme sumy (vytkneme v nich nekombinacni ¢isla): n
n xn+1+yn+l+z n+1 xn—k+1yk _
+1 +1 —k+1 _k -
=x"" 4" +Z O R L B P il B = |\ k
k= k - 1 k
A kone¢né, rozsifime interval sumy o krajni hodnoty.
Plati pro dolni ,,vet$i a mensi“, coz mame: ntl
_z n+1 n—k+1 _k QED
n n n n n+1 = X y '
= + =4 + = =0 k
k—=1] \k p) \p+1 k
Tvrz.: Méme X, Y jsou konecné a neprazdné mnoziny,
| X|=m,|Y|=n.

Potom podet vSech zobrazeni X — Y je p™ .
x,— nX mohu zobrazit do Y

x,— nX mohu zobrazit do Y

Dikaz: Ozna¢me X =(x,,x,,...,x, Ja¥Y={y,»,,...,»,] »potom znizornéme: => #Xo>Y=n"

x,,—nXmohu zobrazit do Y
Tvrz.: Méme X, Y jsou konecné a neprazdné mnoziny,
|X|=m,|Y|=n.kde X={x,,x,,....x,JaY={y,, ¥s,.cc, .} .
m—1
Potom podet vSech prostych zobrazeni X — 7Y je n-(n—1)~...-(n—m+l)=H (n—i).
i=0
x,— nXmohu prosté zobrazit do Y

Diikaz: Ozna¢me X ={x,x,,...,x, JaY={y,, »,,...,»,] apostupuime jako pfi pfedeslém dikazu: x,—(n—1)Xmohu prosté zobrazit do Y

Avak zde narazime na dva pfipady: m<n a n>m . m<n: posledni zobrazeni bude n - (m+1) krait=n-m-1 ==>>

#prostych X > Y =n-(n—1)-....(n—m+1) ; druhy piipad je stejny jako prvni (0-krat nas nezajima) .

Tvrz.: Méme X, Y jsou konecné a neprazdné mnoziny,
| X|=m,|Y|=n,
f : X =Y zobrazeni.
Potom jsou nasledujici podminky ekvivalentni:
(1) f'je bijekee,
(2)fjeprosté a | X|=|Y
(3)fjenaa | X|=|Y] .

Duikaz: Trivialni, z definice bijekce.

>

Disl.: Méme X, Y jsou kone¢né a neprazdné mnoziny,
X |=[Y]=n .

Potom pocet vzajemné jednoznaénych zobrazeni X — Y je n! . (viz ditkaz tvrzeni o prostych zobrazenich vyse)

Def:  Permutace mnoziny X je bijekce X — X .
S =(m, mpermutace na{l,...,n}} .

Tvrz.: Necht né€IN,
A, ..., A, jsou kone¢né mnoziny a

A=\ 4, .

i=1
Potom existuje i €{1,..., n] takové, ze ‘AJZ% .

A
Diikaz: pro spor predpokladejme: Vi : |A,.|<%

|A|= U 4; Z A;
i=1 i=1

=<

<n =|d4l<|4] =spor!




Def:

Def:

Def:

Tvrz.:

Def:

Def:
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Grafy

Graf je struktura G=(V, E) , kde
V je kone¢na neprazdna mnozina vrcholi a

E je mnozina hran, podmnozina (’;) .

Mgme G=(V,, E;), H=(V, , E,).
Zobrazeni f :V =V je izomorfismus G a H,
pokud f'je bijekce V'zna V ;a
pro viechna t, VEV ;; u#V plati ekvivalence {u,v|€E ={f (u), f(v)|€E,
(v G existuje hrana mezi vrcholy u,v, pravé kdyz existuje hrana mezi jejich obrazy v H)
Piseme f:G—H .
Plati, ze G a H jsou izomorfni, pravé kdyz existuje zobrazeni f'izomorfni na H.
Mg¢jme G=( VG, EG) , H=(VH, EH) . Potom:
H je podgrafem G, pokud
V,SVoaE, CE,.
Pak piseme H <SG .
H je indukovanym podgrafem G, pokud

- 14
|14 H c VG a E H— E G N 2”) (hrany indukovaného podgrafu H jsou prave v§echny hrany z G, jejichz vrcholy jsou i v H).

(1) Poget (jakychkoliv) grafti na mnozing { 1,2, ..., n} je prave 2(;) .

)

n!

(2) Pocet navzajem neizomorfnich grafii na mnoziné { 1,2,..., n} je alespon

Duikaz:
(1) Méme V=

vineze L.

Ruznych podmnozin (g) je 5 ;) .

2) Vezméme G,= (G=({1,...,n},E)} ( G, budiz mnozina grafi na n vrcholech).
Plati, Ze G je izomorfni s H, pokud plati:
(1) reflexivita id:{1,...,n}={1,...,n} >
(2) symetrie f :G— H izomorfismus,
f*l -H — G izomorfismus,
(3)tranzitivita (f:G- Hizomorfni)A (g: H—J izomorfni)=(g( f): G- J izomorfni)
Budiz GeG,a
R rozkladova tiida z prvku G: R, =(He G, H:G} .
Pak |R |<n! a
pocet riznych rozkladovych tiid je alespoil 2(;) .
V kazdé zvolime jeden prvek, zvolené pak budou navzajem neizomorfni.
Dilezité grafy, které maji specialni ndzev: (vice viz. Kapitoly z DM str. 113)
1) Uplny graf K,,=({1a2;---’n}:(g))
2) Prazdnygraf E =({1,2,...,n}, Q)
3) Cesta P=({1,2,....,n}{{i,i+1};i=1,...,n—1})
4) KruZnice C=({12,....n},{{i,i+1};i=1,...,n—1}U{{1,n}})
Délkou cesty nebo kruznice rozumime pocet hran.
Graf G=(V, E) je bipartitni pokud

existuji 4, BE V takové, 2e ANB=K a AUB=V a
a pro viechna e € E je |e ﬂA| =|e N B| =1 (hrana vede mezi jednim vrcholem z 4 a druhym z B).
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68 Kruznice C, je bipartitni pravé kdyz n je sudé.

Kaa

Def:  Uplny bipartitni graf je K, , , kde: 2
A=m.  A=(ay...a,) . </
1B|=n, B={b1 "bn} a s/‘”/
E={[ai,bj};i=1,...,m,‘j=1,...,n} . ey
Grafové operace
Def:  Grafové operace (viz. Kapitoly z DM str. 148)
1) Odebrani hrany e €l G—e =(V,E\[e})
2) Piidani hrany e'E(;)\E G+e' =(V,EU[e'))
3) Odebrani vrcholu v eV G—v =G[V\[VH (indukovany podgraf bez vrcholu v)
4)  Pfidani vrcholu VgV G+v'=(VU{v'| E)
5) Déleni hrany e={x,yl€E Gue =(VU(w],(E\[le))U{[x,w],{w, ]}

(ptidame dv¢€ nové hrany)
6) Kontraktce hrany e={u,vleE
G-e=((V\|u,v})u(w},E")

hrany z E, které neobsahuji u,v  hrany mezi w a vrcholy, ktré dfive mély hranu s u  hrany mezi w a vrcholy, ktré diive mély hranu s v
— — —

E'= (e€E ;u,v&e] U [[x,w};[x,u}EET U ly,w}:{y.,vieE]
(,,Odebereme jednu hranu a jeji dva vrcholy. Vsechno, co vedlo do téchto vrcholti svedeme do jednoho nového.*)

(1 2 (3\) “) (6)) (6)
b

O 6
{éff?q\% / '—._'\\\ L4 L aﬁ,ﬁ /“‘ A T B
N N \/
P |
v /
X
Lt Méme-li graf  G=(V, E),
hranu €€EE e 'e(g)\E a
vrchol veEV ,v'&V, pak
(1) (G—e)+e=G
@) (G+e')—e'=G
(3) (G—v)+v=G,pouze pokud vrchol v neni obsazen v 74dné hrané z E.
@ (G+v')—v'=G
Def: Mgme G=(V,E)a
u,velr.
Pak definujeme nasledujici pojmy:
Cesta zudov (nesmi se opakovat hrana ani vrchol)
je posloupnost vrcholii a hran (= VO), e,V,€5,V,,...,€,, (vk= V),
kde ei={vi—l s Vi}; i=1,2,...k (kazda hrana €; spojuje vrcholy V; 1 a V;)
a pro viechny vrcholy v, v, pii I, JEO,....k},i#]
plati v; # V( i (kazdy vrchol se v cesté vyskytne nanejvyse jednou (tim padem i kazda hrana))
Tah zudov (nesmi se opakovat hrana) l"oq, e sty usy
je posl holii a hran (=V,), e,,v,, e,,V e, (v,=v) e i
je posloupnost vrcholti a hran (U=V,), €,,V |, €,,V,,...,e,,(V,=V), S san, v
kde  e={v_,v] i=12,.. e e "
a pro viechny hrany €;, € ; pti Vi, JE(L,...,e|,i#] g ﬁf;éjérm

plati e i e - (kazda hrana se v tahu vyskytne nanejvys jednou, pro vrcholy to jiz neplati)
Tak je uzavieny, pokud Vo=V, .

Sled zudov (cokoliv se mtize opakovat)
je posloupnost vrcholi a hran (4= vo), e,V,,€,,V,y,...,€e,, (vm= v),
kde e={v, v} i=12,...m.



Tvrz.:

Def:

Tvrz.:

Def:

Tvrz.:

Tvrz.:
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Mégjme G=(V, E)au,veV.
Jestlize existuje sled z u do v,

potom existuje i cesta z u do v.
Dukaz:  Existuje sled zu do v.

Vezméme (u=v,), e, Ve (v =v) nejkratsi sled z u do v.

em i m

Pak tento sled je cesta.

Dikaz sporem:

Podminky sledu — splnény.

Pokud tento sled neni cesta, pak existuje i, j€(0,...,m] takové,
ze i<j a zaroven V=V,

V tom ptipadé (u=v,), e, v, ....e,, v, e,,,, v (v,=v) kde

jrr Vier oo €

= 1=( ]
TV Vi TVl

jesled délky m—(j—i)<m »
coz je kratsi nez nejkratsi, SPOR.

Mégjme G=(V, E) au,vEV .Pakje
vzdalenost d (u , v) délka nejkratsi cesty z u do v, pokud takova cesta existuje,
jinak d (u,v)=o0.

Takto zavedena vzdalenost v grafu je metrika: (,,Funkce, ktera dosadi k vrcholu nejkratsi vzdalenost.*)
) Yu,veV: du,v)=0A (u,v)=0u=v ... pokud je vzdalenost = 0, jedna se o stejny bod
2y Yu,veV: d(u,v)=d(v,u) ... vzdalenost musi byt symetricka
3y Yu,v,weV : du,v)<d(u,w)+d(w,v) ... trojthelnikové nerovnost
Dikaz: (1) 00=0,
(2) ok,
(3) M¢jme (u=v,), eV .., (v,=w) nejkrat§i cestu z u do w, kde ¢ (u, w)=k ,a
(w=v'y), e\ vii..e "o, (v, =v) nejkratsi cestu z w do v, kde d (w,v)=k" -
Pak (u=v,), e, v, ....e,.(v,=w=v'), e’ v’ ....e (v =v) jesledzudovdelky k+k'=d(u,v) -

Graf G =( vV, E) je souvisly, pokud pro viechna 1, v € V existuje cesta z u do v, tedy d (u, v)S 0 .
Jinak fikame, ze je nesouvisly.

Necht G=(V, E) je graf,
|V|=3 (alespoi tii vrcholy).
Pokud existuji u, vVEV , u# v takové, ze G —u a G —v jsou souvislé,
potom G je souvisly.
Dikaz:  Mgjme x,yel .

(1) Pokud {x} y} ;é{u ,v} N VL, )
BUNO predpokladejme, Ze x, ye(u,v) - V= 30,4, V. ¥a¥s §
El.]: f f%)%%,fyuvv 3, EVM‘“}/

Pak x}er -
5_\’1."‘7@,%‘/3["9% 3

G
Je-li G—y souvisly, pak existuje cestazxdoyv G—y a
tudiz existuje cestazx doy v G. E, 720 %3 vy wh v i
) Pokud x=u, y=v {u 53 v 3 = (I
vime, ze G ma alespon ti'i vrcholy.
Proto existuje we V', w#u, w#v takové, ze
u, W jsou spojeny cestou v G—y a tedy existuje cestazu dow v G, a
w, v jsou spojeny cestou v G—y a tedy existuje cestazw dovv G.
Z toho plyne, ze existuje sled z # do v v G, tedy existuje cestat u dovv G.

Necht G=(V, E) je graf,
V|=3.
Pokud G je souvisly,
potom existuji 4, VEV , u# v takové, ze G —u a G —V jsou souvislé.
Diikaz:  Vezméme u, v takova, Ze d (u,v) je maximalni.
Pro spor, necht’ G—y neni souvisly.
Pak existuji x, yel \(u] takovd, Ze neexistuje cestazx doy v G—u -

Ale protoze je G souvisly, vime, Ze existuje cestazxdoyv G a
navic na kazdé cesté z x do y v G lezi vrchol u.
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Plati tedy d(x’u)+d(u ,y)=d(x,y) .

Budiz P, nejkratsi cestazx dovv G,
P, nejkratsi cestazy dovv G.
Pak d(u,v)=d(x,v) a
d(u,v)=d(y,v) vG.
Z toho plyne, Ze ug¢v, ,jinak by d (u,v)<d (x,v) , a podobné
u¢v, .

P, Pyjsou tedy cestyiv G—u -
Spojenim P_a P, ziskdme sledzxdoyv G—u ,

tedy existuje cestazx doy v G—u , SPOR.
Def:  Doplnék grafu G=(V, E) je
graf@:(V, E) s
kde F= ( Z) \E
Cesky: Dopln&k grafu obsahuje viechny vrcholy z grafu a pravé ty hrany,
které mezi vrcholy v grafu nejsou.

Def:  Stupeii vrcholu vE Vv grafu G=(V, E)
je deg (V ) = |[ e, veee E}| (pocet hran v grafu, které obsahuji dany vrchol).

It Zdeg(v)=2|E|

ver
Stromy
Def: Graf G=(V, E)je
/,-UA- s
, v e . ., i | ¥ & f ’.'c,-f
strom, pokud nema kruznici a je souvisly. ¢ e 6 | a‘}’ ¥ o t}’{: b
Obvykle znac¢ime jako graf T. o J““‘\f’/ i
les, pokud nem4 kruznici. ‘sl ™ Ve ¢ \
A . | S
s T W
B I S Sho v
Def: List je vE€V takovy, ze deg (V) =1 (obsahuje ho pouze jedna hrana). m CHCOnA
Lemma:Kazdy konecny strom s alespont dvéma vrcholy ma alespoi dva listy. iz s
Dikaz:  Necht Vi=n,
pro vSechna 4, ye V' je vzdalenost d (u,v)<n—1 . W
LV
Vezméme relaci takovou, Ze d (y,v) je maximalni, a tedy y#v . {/”‘\‘/. "““»\__ =4
it M"

u ' Budiz soused u na pevné zvolené nejkratsi cest¢ z u do v.
Pro spor, at’ deg (u)>1 atedy at existuje u'"u’,(u', u''|EE takové,Ze d (u'',v)<d(u,v) (viz. obrazek).
Pak u nelezi na nejkratsi cesté z u' do v.
Z toho plyne, Ze G obsahuje kruznici, a tedy neni strom, SPOR.
Lemma:Necht G=(V, E) je strom,
vEV je list.
Potom G\ v je také strom.
Dikaz: (1) Dvé moznosti:
(a) G\v nema kruznici... ok.
(b) G\ v ma kruznici, pak i G ma kruznici, SPOR.
(2) Dvé moznosti:
(a) G\v je souvisly... ok.
(b) G\ v neni souvisly,
pak existuji 4, we '\ [v] takové, Ze neexistuje cestazu dow v G\v .
Pokud v G existuje cesta z u do w, pak v musi nutné lezet na této ceste.
Pak by muselo byt deg (v)=2 , coz je SPOR, protoze by v nebyl list.

Lemma:Necht G=(V, E) je graf,

vEV jelist.
Potom plati, Ze pokud G'\ v je strom, tak i G je strom.
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Dukaz: (1) G je souvisly (dikaz obrazkem).
(2) G neobsahuje kruznici.
Pro spor, at’ G obsahuje kruznici C.

G\v , ji nema, protoze je strom,

takze musi byt ye Vea tedy deg(v)=Y , SPOR.
Disl.: Mgme G=(V, E) graf,

VEV list, tedy deg (v)=) .
Pak plati, Ze G je strom, pravé kdyz G\ v je strom.

Tvrz.: Ekvivalentni charakteristika stromu (viz. Kapitoly z DM str. 162)
Necht G=(V, E) je graf,
V=Y.

Potom jsou nasledujici podminky ekvivalentni:
1) Definice stromu G je strom (souvisly, bez kruznice)
2) Jednozna¢nost cesty Pro vSechna u, v € V pravé jedna cesta z u do v.
3) Minim. souvislost G G je minimalni souvisly (tj. pokud odebereme libovolné € € E , bude G\ € nesouvisly).
4) Maxim. G bez kruznice Pro viechna ¢ '€ E bude GU e’ (piidanim libovolné hrany) obsahovat kruznici.
5) Eulertiv vzorec Gjesouvislya |[V|=|E|+) (ma o jeden vrchol vic, nez hran).
6) Beznazvu (?) Gjebez krumice a |[V|=|E|+) .

Dukazy:

(1) = (2) ,,Pokud G je souvisly, tak existuje pravé jedna cesta z u do v.“
Pro spor, necht’ existuji dvé cesty P, P, zudov,
x je posledni spole¢ny vrchol cesty P,P.a
yjervni vrchol za x po P, ,ktery také lezina P, .
Pak useky P, a P, mezix ay tvoii kruznici, coz je SPOR.
(2) = (3) Vime, ze G je souvisly.
Pro spor, necht’ existuje e £, e={a, b} takova, Ze G\e je stale souvisly.
Pak existuje cesta Pzadobv G\e ,a
tedy egE ,-

Vime, ze ¢ e, b jecestazadobv G.
Z toho plyne, Ze existuji alespon dvé cesty z a do b, coz je SPOR.

(3) = (1) Vime, ze G je souvisly. o G\ soursly
G je bez kruznice. & P
Pro spor, at’ G ma kruznici a 2‘ \i |
e budiz libovolna hrana této kruznice. : | )
Pak G\e¢ je souvisly, coz je SPOR s minimalni souvislosti. \\\,/’} L/”

(V) =(Y)e (v) mdme nyni dokazano.

(4) = (1) Vime, Ze G je bez kruznice.
G je souvisly.
Pro spor at’ existuji 3, ve ) takova, ze z u do v neni cesta.
Oznacime {u v]:egE .
Pak G+ e nemuze mit kruznici.

(1) = (4) Vime, ze G je bez kruznice.
Pro spor at’ existuje ¢’¢ E takové, Ze G+ ¢’ nema kruznici.

V G ale existuje cesta z u do v.
Ta spolu s e’ tvoti kruznici, SPOR.

1) = (5)a(6) Sta¢i dokdzat |V|=|E|+) .
Dokazeme matematickou indukei dle n=|V| .
(1) pro n=) je [V|=),|E|=+=)=++) ..0k.
(2) pro n>Y plati, Ze existuje list ye V :deg (v)=\ , takZe G\v je strom.
Indukeni predpoklad: |V, |=|E |+ -

Z toho plyne, Ze |Eg,|=n—Ya
tedy n="=(n—=Y)-") .
Potom plati, ze |EG|=(n—Y)+deg(v)=n—‘ - Dokazano.

(5) = (1) Pro spor, at’ G je souvisly, ale obsahuje kruznici.
Pak existuje ¢ E takova, ze G\e je souvisly.
Opakujeme vynechavani hran, dokud je graf souvisly.
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Zbyde E'CE ,pfitemz |E'|<|E| a
G=(V,E') souvisly graf bez kruznice.
Protoze takovyto graf je strom, plati V|=|E+Y,
z ptedpokladu ale vime, ze [V|=|E|+) -
Z toho plyne, Ze |E'|=|E| , coZ je spor.
(6) = (1) Pro spor, at’ G neni souvisly.
Pak existuje ¢’ '¢E takové, Ze G+e' ' nema kruznici. (a samoziejmé |E''|>|E| ).
Opakujeme pridavani hran, dokud graf nema kruznici.
Pak mame E''oF a
G=(V,E'") nema kruznici a je souvisly.
Z toho plyne, ze VI=|E" |+
z piedpokladu ale VI=|E|+)Y
takze |E''|=|E| , coZ je SPOR.
Dokazana vzajemna ekvivalence tvrzeni (1) az (6).

Dusl.: Plati ekvivalence, ze
G je les s komponentami souvislosti pravé kdyZ neobsahuje kruzZnici.

Def:  Kostra souvislého grafu G=(V, E) je
podgraf T(V , E") , ktery je stromem.
K ( G) se rovna poctu koster grafu G.
Véta: Cayleyho formule
Pro n>VY je k(K,)=n"

Pieformulovéni: K (K n) miliZeme chapat jako pocet rliznych stromd v mnoZzing { Yo, n} .

—Y

Dilkaz:  Pouzijeme POVYKOS (viz. niZe) a dostaneme strom T'=(V , E)
- Jeden vrchol oznacime jako kocen, na zac¢atku nemame zadnou hranu.
- Postupné oc¢islujeme hrany.
- Vysledkem je zobrazeni ¢: E—{V,...,n—} .

- Ptame se, kolik existuje takovych objekta?
- Hrany stromu si oznac¢ime Sipkou, aby sméfovaly ke kotfenu.

- V k-tém kroku je pridani k-7 Sipek, pocet komponent grafu je n—(k—)) (v kazdém kroku spojime dvé komponenty).
- Checeme ptidat k-tou $ipku mezi vrcholy riznych komponent.
go s Z kazdého vrcholu mimo kofene vede jedna Sipka smérem ven (béhem vystavby je to <\ Sipka).
Kazda piidana hrana musi za¢inat ve vrcholu, odkud zatim nic nevede.
Tedy: l.krok  1.8ipka  p-(n—)) moznosti (nevolime kofen, ten vyjde sim)
k.krok k. Sipka  p-(n—k) moznosti ( n—(k+)) komponent souvislosti — v kazdé je vrchol, ze kterého nevede Sipka)
(k. sipka kon¢i kdekoliv, za¢ina v jiné komponenté ve vrcholu bez Sipky ven (v kazdé komponent¢ je jen jeden takovy).)

Celkovych mozZnosti povykos je ﬁ n(n—k)=n"" '-ﬁ (n—k)=n""-(n=>) .
Druhé pocitani: - -
- Vezméme strom {w,,,,,n} .
- Zvolime kofen r ey .
- Ocislujeme hrany ¢: E—{),..., n} bijekei jako v POVYKOSu.
Pak mame k(K )-(n—")!'n -

Dusledek: 5" -(n— W=k (K,)-n-(n—=")! , z &ehoz plyne:

k(K,)= n"~" . Dokéazano.

Postup: Postup vystavby kofenového stromu, POVYKOS.
Mame n vrchold.

a Zvolime kofen (mame n moznosti).
?2) Piidame hranu €, C (e \ ) =) , aby vznikl strom.
pokrauyjeme do €,_, C (enf\ )=n -\,

Potom na konci mame strom a zobrazeni c: E—{V...,n—"} .
Uloha: Mgjme n=[V|>Y,
ehranu K, .
Kolik koster ma plny graf po vynechani e, K (K n\€> ?

n—=x

Refeni:  Vime, ze k(K ,)=n

10
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Vezméme T, kostru grafu K :
Moznosti: e¢E,, pakjeTkostra K \e.
Odvodime K(Kn)7K<Kn\e) .
eck,, ostatnipfipady (b)
Pro (b) spocteme pocet dvojic (T, e) , kde Tje kostra K a e€k .

Vezmeme libovolnou kostru ",
jeji hranu n—>" (takze mame (n—Y)-n""" zplsobil vybéru kostry a jeji hrany),
jinou hranu (’r’)=w a

kostru, ktera tuto hranu obsahuje, tedy

k(K. e) (takze mime =)k (K, e) zpiisobii vybéru).

Pak plati, e: (n=))n' =20 (K e)
k(K e)=Yn""
k(K \e)=k(K,—«(K e,
amime vysledek: k(K \e)=n"""=Y-n" "=(n-Y)n"".

Rovinné grafy

Nadrty definic:

Def:
Def:

Véta:

Def:

Tvrz.:

Duisl.:

Y

Oblouk je obor hodnot prosté spojité funkce ¢ < s > -R

—
koncové body oblouku

Topologicka kruZnice je obor hodnot spojité funkce ¥ < +,) >>R" a
V(t)=¥(s)=([s,t}=("V|Us=t).
Rovinné nakresleni grafu G=(V, E),
kde (V={v,,v,,...,v ],E=[e,,e,,...,en}),
je f: V>R prosté zobrazeni a

F:E={p,...,p,) takze e, ={x,, y|={@,(), @, )}={f(x), f(»)] .

Kazdy rovinny graf se da nakreslit iseCkami.

n

Graf je rovinny, pokud existuje n€jaké jeho rovinné nakresleni.
Sténa rovinného nakresleni grafu je komponenta souvislosti grafu IR"\ X , kde X jsou vSechny body nakresleni grafu.

Jordanova, o kruznici
Topologicka kruznice déli rovinu na dvé ¢asti (vnitini a vnéjsi).
Necht G=(V, E)jegrafa
vEV je vrchol.
Potom je v izolovany, jestlize deg (v)= ..

Euleriv vzorec
Necht G=(V, E) je souvisly graf,

s je pocet stén néjakého rovinného nakresleni G.
Potom |V|—|E|+s=Y.
Dikaz: ~ Vyjadteme s=Y—(|V'|-|E|)=Y+(E|-|V]) -
Postupujeme matematickou indukei dle |E|—|V|=—) :
(1) |E|=|V|==) , tedy G je strom.
Pak ma kazdé rovinné nakresleni G pravé jednu sténu.
s=Y='=Y—_\1=) ... ok.
(@) |E|=|V|="+ ,tedy |E|=|V]| ,tedy G neni strom, protoZe obsahuje kruznici.
Existuje e E takova, Ze G\e je souvisly. o
Pak |Eg |-V o J=(Ed=|Ve)—" -
Indukeni predpoklad pro G\e :
so =Y (Bl =V o )=V +UEI= V)
Potom  so=sq,,+ V=V H(E[-V) +) =Y+ (E-[V]) -

8
&

Kazdé rovinné nakresleni daného (souvislého) grafu ma stejny pocet stén.

11
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Tvrz.. Necht G=(V, E) je rovinny graf,
V|=3.

Potom (1) |E | <3 | V| —6 (poget hran je mensi / roven trojnasobku poctu vrcholi - 6)

2) K 3 ZG= |E | <2- | V | -4 (pokud graf neobsahuje trojuhelnik, je pocet jeho hran mensi / roven dvojnasobku poctu vrcholi — 2)
Diikaz:  BUNO lze predpokladat, Ze graf je souvisly (pfidani hrany neporusi rovinnost grafu).

Vime, Ze |V\7|E|+s=2
(€8] Necht  fje sténa rovinného nakresleni G.

deg (f):= poCet hran na hranici stény (s ndsobnsti, kazda hrana zapoctena dvakrat v jedné stén€ nebo
ve dvou riznych sténéach)

Pak plati [a

zaroveh /‘Z deg(f)=

Z toho plyne 2-|E|=3-s - Pouzijeme |V|—|E|+s=2 a

dostaneme 2|Elzs=2+|E|-[V|=2/|E[2 6+ 3{E|-3{V|=3{V|- 62| E] .
2) Dokazujeme K .Z=deg(f)=4 -

Plati /Z deg(f)z4s o

tedy 2-|E\24-s:%-|E|2s=2+|EHV|=>\E|24+2-|E|72~|V|=>2-|V|742|E|

Uloha: Hledani rovinné triangulace.
Méjme n=>3.
Existuje rovinny grafs  n vrcholy a
3-n—6 hranami,

kde pro vSechny stény plati deg ( f ) =3 (tedy viechny stény v&ern& vné&jsi jsou trojuhelniky)?

Reeni: G budiZ rovinna triangulace s >3 .
Vytvotime indukei:
Necht' G’ je rovinna triangulace s n-1 vrcholy,
vytvofime z ni rovinnou triangulaci G s n vrcholy dle obrazku:
G je rovinny =|E|<3{V|-6 ,apokud

navic neobsahuje trojuhelnik >|E|<2{V|-4

Diisl: Necht G=(V, E) je rovinny graf,
potom maji viechny vrcholy v € V stupei deg (v)<5 .
Pokud navic K;Z G , pak
existuje vrchol VE V
Dukaz:  Pro spor, at’ maji vechny veV alespoii deg (v)<5 .
Vime, ze pro |V|23 plati \E|g3-\V|—6
Potom 2‘|E‘=Z deg(v)=6V|

ver
3|V|-62|E|=3|V| , coz je SPOR.
Pro grafy K,2G :
2-|E|<4-|V|—8 a postupujeme analogicky.

Pozn., takto nelze postihnout vSechny mozné triangulace! (naptiklad dvacetistén). K3 3
8
Disl: K ani K3,3 nejsou rovinné grafy a Py
ani jejich déleni nejsou rovinné grafy. i

Dukaz:  Pokud se podivame na zndzornéni K 4 » Ziistime, Ze ho ani jinak nelze nakreslit (vzdy se jedna pouze o jin¢ délky hran).
Pokud chceme vytvorit K 5 » tak musime vychéazet z K 4 @tobychom museli protnout jednu z jeho stén, coz v rovinné nejde. SPOR.
Dukaz:  Zkusme nakreslit K 33 do rovinny a zjistime toto:

K3 3 Zkusme K 33 prekreslit jinak a to hned dvémi zptisoby:

5K33

Je vidét, ze jedna hrana opé&t

2 \‘\{;':o: 5 <=> <= vzdy musi protinat sténu grafu.
S
3 0—4 |6
-\.__\__-.- --_.__.

Véta: Kuratovski

12
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G je rovinny, pravé kdyz neobsahuje d&leni K5 ani déleni K5 5.
Pozn., pro dokazani rovinnosti grafu je nejvhodnéjsi diikaz obrazkem (oproti vyvraceni rovinnosti — véty).

Barevnost grafi

Def:  Dobré k-obarveni grafu G=(V, E) je
zobrazeni ¢: V —{1,..., k} takové,
Ze pro viechna {u, v € E plati ¢ (u)#c(v) .

205 K, nema k obarveni pro k <n .

Def:  Barevnost grafu Gje X(G)=min{k€IN Tk-obarveni G}
Cesky: nejmensi k takové, Ze existuje k-obarveni grafu. X je [chi].

68 Pro G=(V, E) plati, 7e
X(G)<lV

o8 X(G)=1, pravé kdyz G nema 74dné hrany.

, praveé kdyz G je tplny graf.

Tvrz.: Pro G=(V, E) plati, ze
X (G)<2, pravé kdyz G je bipartitni.
Diukaz: X(G)=2 znamen4, Ze existuje 2-obarveni c grafu G.

Rozdélime vrcholy do Vl_={v€ Vielv)=i}i=1,2 .
Potom pro vSechna ¢ £ plati, ze |e\ V‘,|= 1.
G je bipartitni.

Def:  Graf G=(V, E) je d-degenerovany (d €IN) ,
pokud VHCSGAveV , :deg(v)<d,tedy

pokud v kazdém podgrafu H €@ existuje vrchol VE V', , jehoz stupefi neni vétsi nez d.

Lt Staci posloupnost V, ..., v, takova, ze

deg (v;,)<d v gratu G\[v ..., v,} .

Tvrz.: Pokud je G=(V, E) d-degenerovany, pak
X(G)<d+1.
Dikaz:  Existuje veV takové, Ze deg(v)<d -
Matematickou indukei dle || :
M V=1:x(G)=1,
@) [y|=2:
Indukéni predpoklad: G\ v je d-degenerovany, tedy
X(G\v)<d+1 .
Z toho plyne, Ze existuje ¢:(d +1) -obarveni G\ .

Méme-li vrcholy v, ..., v, ;k<d , kter¢ sousedi v G.
c(v)

Pak ¢ ...=d riznych hran a
clvy)

v (1,...,d +1} zbyva jest alespon jeden prvek i takovy, Ze ¢(v)=; -

Barevnost rovinnvch grafu

Véta: Mgme G=(V, E) rovinny graf, potom
X(G)<6.
Dukaz: G jerovinny = G je 5-degenerovany,
Potom podgraf Hc G je také rovinny a
existuje veV, takové,ze deg , (v)<5 -

X(G)<5+1=6 .

Véta: Mgme G=(V, E) rovinny graf, potom
X(G)<5.

Dikaz: Matematickou indukci dle |V|=n .

13
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Def:
Pozn.,

Véta:

Def:

Def:

Véta:
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(1) Pro p<5 tvrzeni plati trivialng.
(2) Indukéni predpoklad: Kazdy rovinny graf s nejvyse n-1 vrcholy lze obarvit péti barvami.
Vime, Ze existuje y € takové, Ze deg (v)<5 -
G\v ma n-1 vrcholu,
dle indukéniho ptedpokladu existuje (dobré) obarveni ¢: '\ (v]—-(1,...,5] -

Hledejme ¢(v) v G: jaké barvy byly pouzity pro sousedy v?

Bud’ existuje j€(1,...,5} , kterd neni pouZitd pro souseda v, A
potom ¢ (v)=i , rozsifime obarveni G\y na G, ;f‘
nebo deg (v)=5 asousedy lze o¢islovat na Vi Vs tak, ze cv,)=i - T ._llz
Méjme G=(V, E ) rovinny graf, potom s B 1 "
X(G)<4. A
Diikaz je netrivialni. 4 A1 /?. g

Skoére grafu je posloupnost stupiiti jeho vrchold (uspofadana vzestupné; mozné opakovani).
Dualni graf je graf vepsany do rovinného grafu (napf. u barevnosti map).

Hasel-Hakim (viz. Kapitoly z DM str. 131)
Plati ekvivalence, ze

posloupnost d ..., d, celych nezapornych &isel (uspoiadana vzestupné) je skore néjakého grafu.

prave kdyz
posloupnost d ',..., d ", (po preusporadani) je skore n&jakého grafu, pricemsz
d'=d, proi<n—d, a

r— 7 _ _ .
d''=d,—1 pron—d, <i<n
(Skrtneme ¢len a odeéteme jednicku u tolika pfedchozich ¢lent posloupnosti, kolik byla jeho hodnota).
Dikaz: = Necht existuje graf G'se skore ¢ eend! -

Ozna¢me vrcholy v ..., v’ | tak, Ze deg,.(v')=d ' ;i=1,...,n—1 .

Pak pfidame jeden vrchol dle obrazku a

mame G takové, Ze  deg;(v)=d, i=1,...,n
=
Oznaéme g=(G;skéreG jed,....d |, g* @ -
Vezméme G egtakové, ze |[N(V,)N(v, v, ||=p je minimalni.

Pokud p=d, ,je dikaz snadny.
Pfedpokladejme, Ze p<d, -

Potom existuje a€{n—d,..., n—1}

Eulerovsky graf
Tah T pokryva G, pokud £ =E

Graf G=(V, E) se nazyvé eulerovsky, jestlize
v G existuje uzavieny tah, ktery pokryva G.

(jde nakreslit jednou ¢arou a G neobsahuje izolované vrcholy)

Mgjme graf G=(V, E) bez izolovanych vrcholi.
Pak plati, ze G je eulerovsky, pravé kdyz G je souvisly a pro vSechna vE V je deg (v) sudy.
Dikaz: = snadné.
< Vime, Ze deg (v)=2 je sudy.
Za¢éneme na libovolném vrcholu a hledame tah v 0LV et
Zastavime se, kdyz se poprvé navratime do jiz navstiveného vrcholu.

i1 Vieroe 0 €0 Ve

Mame pak v,=viive
Polozime T=(T uzavieny tahvG}#8 a
vybereme T, cT takové, ze ‘ E, ‘ je maximalni.

Pokud |Er,,|=|E(,-| , pak T, pokryva G a tim padem je G eulerovsky.

|ET“|<|EG , pak

existuje e, €, e ,&E, takové, ze |eoﬂVT”|21 a

14
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u e u, €V
Najdeme libovolny uzavieny tah T, e G\T, , ktery obsahuje 4, .
Takovy existuje, nebot’ vSechny vrcholy v G\ T, maji sudy stupeil.

Pokud E, NE,=# ,pak T UT, tvoti uzavieny tah v G ktery ma hran vice nez |ET” , coz je SPOR.

Jinak existuji u,Ee, v, €V, a
G je souvisly, tedy existuje cestaz i do v a
e', je prvkem této cesty tak, ze e’ NV, # 0 .
Pak

e’V |=1ae’ €E, (totolze podloZit).

Tedy neexistuje e € £, e,€E , apotom £, >E ,coZjeSPOR,a T pokryva G.

Ty

Orientovany graf
Def:  Orientovany graf je é=( v, E) , kde
ECV XV.

Def:  Souvislost orientovanych grafia

1) G jebezorientace je graf G=(V, E), E={{u,v};(u,v)EEV(v,u)EE]

2) G je slabé souvisly, pokud je G souvisly (v jednosmérkach pro souvislost pfipoitime obousmérné pouziti).

3) a je silné souvisly, pokud pro viechna u, v € V existuje orientovana cesta z u do v.

Orientovanou cestou rozumime posloupnost V&, V&, V,... &€, v, ,kde ¢,=(v,_,,v,) a v, #V,proi#j.

Def:  Orientovany graf é:( v, E') je eulerovsky, pokud

existuje uzavreny orientovany tah, ktery pokryva é .
Lt Pokud @G je siln€ souvisly, pak (7 je i slabé souvisly. (obracené samoziejmé neplati)

Def:  Orientovany graf é:( v, E') je vyvazeny,
pokud pro vSechna vEV je deg+ (V)zdeg'( V) , pficemz
deg+(v)=|{_é€E,‘ AxeV:e=(x, v)H (pocet hran, které jdou ,,do* v) a
deg (v)=|[e€E AyeV:e=(v,y)|| (potet hran, kter¢ jdou .z v).

-

Véta: Necht je a=( V,E) orientovany graf
bez izolovanych vrchola
slabé souvisly
R vyvazeny.
Pak je (7 eulerovsky.
Duikaz:  Stejné jako pro neorientované grafy.
Je-li G vyvazeny, pak v ném existuje uzavieny tah.
Zvolime 7_:0 maximalni uzavieny orientovany tah.

Pokud existuje é’OEE’TA", NS 13:5 , lze fo prodlouzit stejné jako pfi neorientované varianté, coz je SPOR.

Tedy E- =E& a G je eulerovsky.

DalSi Kk teorii grafi
Véta: Necht G=(V, E) je graf takovy, Ze
V|=2n a
|E|=n*+1.
Pak G obsahuje kruznici, K;SG .

Dikaz:  Matematickou indukci dle 7.
(1) n=2:  |V|=4,E|z5 aplati, Ze G=K, nebo G=K \e; K,CG .
(2) n=3: Indukéni pfedpoklad je, ze pro G'=(V ', E') plati |V’|=2-(n—1);|E’\=(n—l)2+1:K3;G’.
Méjme G'=(G\u)\v .
Pokud |E,[=(n—1)+1 ,pak K,cG'<SG
Dusl.: Minimalni pocet hran grafu bez kruznice s 2n vrcholy...

Def:  Casteéné usporadani je
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Diskrétni matematika — Binarni relace, zobrazeni, Teorie grafti, Teorie pravdépodobnosti

(a) binarni relace (X , <) , kterd je
reflexivni: YV xeX:x<x,
tranzitivni: Vx,yzeX:(x<y)A(y<z)=>x=<z a
antisymetricka: WV x, yEX :(x<y)A(y<x)=>x=y.
(b) linearni usporadani: WV x, yeEX:(x<y)V(y<x).
Pojem: Hasselho diagram
(X , <) orientovany graf.
P1i kresleni vynechame smysky a hrany plynouci z tranzitivity.
Pfiklad, (21*7+%) <)
Tvrz.:. Mé&me n€lN,
posloupnost @ ..., @, ;. riznych ¢isel z R .
Pak existuji I, <...<1i, takov4, ze
ail<...<ain anebo ai1>...>ai’ .

"

Dtkaz:  Mg&me i€(l,...,(n—1)+1} ,
r, délku maximalni rostouci posloupnosti zacinajici q, ,

k, délku maximalni klesajici posloupnosti za¢inajici g, .

a<a.r>r,
i~a; =T

ok )E(r K,
a>a;k>k, (roki)2(ry )

Pro j#j BUNO predpokladejme ; < ja %
Pro spor pfedpokladjeme, Ze neexistuje rostouci posloupnost délky n, takze 1<r,, k,<n—1.
7, muze nabyvat n—1 riznych hodnot a
k, miZe nabyvat n— 1 riznych hodnot, dohromady tedy
r,, k, miize nabyvat (n—1 ) riznych hodnot.
Mame ale (n—1)*+1 raznych ¢lend.

Tedy existuji i j takovd, ze (r,, k,)=(r , k,) , coz je SPOR.

I
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Diskrétni matematika — Binarni relace, zobrazeni, Teorie grafti, Teorie pravdépodobnosti

Teorie pravdépodobnosti

Def:  Pravdépodobnostni prostor je (.Q, 3,P ) , kde je

Q mnozina elementarnich jevt (vSech moznych vysledki),
ASQ jev,
Fc2¢ mnozina nahodnych jevi,

P:3—(0,1) pravdépodobnostni mira a
pfi platnosti nasledujicich podminek:

el

A€I=>0Q\A=A4€eJ

AIAZ...GS=>CJA€S

P[0 ]=0,P[Q ]=
Vi, ]VAI,A €J:i#j=>4,N4,=0
P

=2 P[4].

i=1 i=1

Def: Diskrétni pravdépodobnostni prostor je pravdépodobnostni prostor, kde
(2 je kone¢na,
3=2°
P uréime pro {w ], w€ 2 nasledovné:
A ={w1 } kde [wl} A, } jsou disjunktni,

ZP

Pozn.: Piseme také P[{w]]|=P[w] .

Def:  Uniformni pravdépodobnostni prostor je takovy, kde
(2 je kone¢na a

A
plaj=14l
2]
Priklad: Nekoneéna posloupnost hod minci.
Q={R,L} )
b lic Miafy )
Zajima nas, zda je pravdépodobnéjsi, ze dfive padne posloupnost LLR nebo LRR. H(} D___{.!’
Dle obrazku (kli¢ovy je krok L z LL a LR). V TN
1 11,172

P[LLR|==+—=+(=) +

1
=+ : i -

L g g

274274 "2 g(/(“f" R)—t— L)f_}’“

1,11 ,1%1

P[LRR]|=—+——4— —+... . = 51
474478y L CHEL, %x

Takze P[LLR|> P[LRR] - R e i
Def: Mgme A,B€EJ.
PlANB
Pak podminéna pravdépodobnost je P | A|B|= ﬁ pro P|B|>0.

368 Plati, ze pokud B, ..., B, jsou disjunktni jevy U B.=Q,

i=

potom P[A4|=P[A|B,|-P|B,]+.. +P[A|B] |B,].
Def:  Jevy 4, B jsou nezavislé, pokud P|ANB|=P[ A]-P|B].

P|ANB|_P|A|-P|B]
P[B] ~ P[B]

08 Jsou-li jevy A, B nezavislé, pak P| A|B|= =P|A4].
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Diskrétni matematika — Binarni relace, zobrazeni, Teorie grafti, Teorie pravdépodobnosti

Def:  Jevy Al, ..., 4, jsou nezavislé,

pokud pro viechna I S(1,..., n}, [# 0 platiP[m Ai]=HP[Ai].

i€l i€l

Piiklad: Mame Q={L, R}" (posloupnost deseti hodii minci).
A,={prvnich 5 hodd L} ,
4,={v6.hoduR} ,
A,=[v 6. az 10. hodu padl sudy podet L] -

Jevy A, A, A4, jsou navzajem nezavislé.

Piiklad: Néhodna permutace (1,...,10] .
9!
=00t
A,={m,m(2)=2]  P[4,]=0,1.
1 1 8!

Ale P[A|]'P[A2}=W¢Q=W=P[A1QAZ] ,

takze 4, A, nejsou nezavislé.

A=l m(1)=1) Pl4,]

Priklad: Mgjme 4 =[padloi};i=1,...,6 .

L= =0l L, 3.1
Plsudé |=P|[s|1]-P[1]+...4+ P[s|6]-P[6]=0 6+1 tTe=s
Piiklad: HIV test, H je HIV,
Tje test.
Vime P[H ]=0,001 ,
P|T|H|=0,95,
P|T|H]=0,95 .
_P[HNT]
P|TNH
P[T\H]=%:P[TﬂH]=P[T\H]~P[H]=0,95~O,()01=0,00095

P|T|=P|T|H)-P[H]|+P|T|H]|-P| H]=0,95-0,001 +0,05-0,999=0,0509 -
Takze pravdépodobnost, Ze pfi pozitivnim testu je ¢loveék nakazeny HIV, je cca 2%.

Def:  Soucin pravdépodobnostnich prostori definujeme jako
(2,27, P)X(2,2%, P,)=(2,2° P),
kde Q=0 X0Q,a
P[{(wl,wz)}]=P1le}]'Pz[{wzH-

PFiklad: Turnaj jako orientace K .
Pro kazdé dostate¢né velké n existuje turnaj (velikosti n) takovy, ze
pro vSechna x| x, x, existuje y—x, y—x, y —>x, , ktery je vechny porazil.

Dikaz:  Néhodna orientace K .

; r 111 1
X, X, X, je trojice, P[y_’xlvxzvxs]ﬁz'g:g
- 7
atedy P[y%xl,xz_x3]=§ .
n-3
Pak P[Vy:y ax1x21x3J=(_) =P[x,7x2‘x3§patnéj )

8

Trojici lze vybrat (;) zpusoby.

-3
P|existuje Spatné XX, x3js(’§)-( %)

2 2
P[1ze2 $patné|=1—P[20k|= 1—(%) 52‘(1—%)

Def:  Nahodna realna veli¢ina na pravdépodobnostnim prostoru (.Q ,3,P ) je
funkce f: (2 — R takova,
Ze fﬁl((a,b))es pro viechna a <b €IR .
V piipade (02 ,20 , P) pak miize byt f libovolna.
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Diskrétni matematika — Binarni relace, zobrazeni, Teorie grafti, Teorie pravdépodobnosti

Def:  Sti‘edni hodnota je E[f]= Z;) P Hw}]f (w) pro {2 spocetna.
we
Véta: Linearita stfedni hodnoty
Mgjme pravdépodobnostni prostor (2 j2Q ,P),
f, g ndhodné veli¢iny,

x€ER.
Potom plati:
(1) Elal=«
2 Ele fl=aE[f]
@ E[f+g]=E[f|+Elg]

+
Dukaz:
) Elal=Y (Pllo]l)=a- Y Pllw]]

@ Elafl=Y (Pllw]laf(w)=cEl/]

(3) analogicky.
Pozor, obecné neplati E| f-g|l=E[f|-E[g] -

l:weA
. oy 2 . - X ( w ): '
Def:  Indikator jevu 4 je © 4 = 0:w&A"

Plati, Ze E[XA]=P[A]a
E[x, =2 X,(w)-P[{w}]= 2 Pl{w]]

weN weA

Priklad: Mg¢jme n€N ,

({0,1}",2?, uniformni) ,

(a) nahodnou veli€inu f =pogetl v posloupnosti
1 Sl n n o~ (n+1)! n (S <I’l*1)! n
Elf. =2 = filw)=2 =k |==- (n—k)l=—2, —F——===
=T e =B o S g =3 it
=2"

(b) A,=(na poziciijel]}

Def:  Mgme pravdépodobnostni prostor (_Q,29, P)a
nahodnou veli¢inu f.
Distribuéni funkce je F':IR—(0,1) takova,
e F(z)=P|lweQ; f(w)<z||=P|f=<z].

Def:  Nahodné veliginy f, g jsou na (2 ,29 , P) nezavislé,
pokud pro viechna a ,hER jevy f <aa g <b jsou nezavislé.

Potom plati také E| f-g|=E| f | E|g].

Def:  Rozptylje Var| f |=E[(f—E[/]]]=77?.

Piiklad: Cena domu 10’
Pravdépodobnost vyhoteni v roce 10°*
Stfedni hodnota ztraty z vyhofeni 1074107 +(1-107*)0=10°

Var|ztrata z vyhoteni |=107*-(10")* +(1-107*)-(0—10°)*~10'°+...~10"

Véta: Markovova nerovnost
Necht (Q,2Q, P) je pravdépodobnostni prostor,
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Véta:

Diskrétni matematika — Binarni relace, zobrazeni, Teorie grafti, Teorie pravdépodobnosti

Jfnezaporna velicina,
teR;t=>1.

Pak P|f=t-E|[f]|<

=2, flw)P
_Zf

>0+a-P|A|=a-P|f=a] -

Volme ¢=¢-E[f] »
E[f]=t-E[f]-Pf=t-E[f]]
T2Plr2rElf]).

1
t
Duikaz: [{w)

pak

CebySevova nerovnost
Necht
fnéhodna veli¢ina,

a€R;t=\Var[ f]>0.

Var
Potom P[|f—E[f]|Za]S% :
a
Dikaz:  Polozme g=(f—E[f 17,
pak Elgl=Var|f]-
Markov pro ¢>1 : P[g,t-E[g]]S%
nebo t=#m .
Pl(f—E[f)ztVar| f]l=
Lo =PUEL G ar )=
=P[(f-ElfIP=a’l=
=P[|f—E|f]zd]
1__ 1 _Varlf]
Pravo: t <A
Var| f]

(Q,ZQ, P) je pravdépodobnostni prostor,

Polozime g€R,a>0:A4={w

2 flw)Pl{w]l=

Plati
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w)=al

ZaP[

0 €A

[
L

«w

J

|=a-P[4]
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