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Pojem: Sekvence je konecna posloupnost, zna¢ime ji predikatem seg(x).

e [h(x) je délka sekvence x

e (x)yje y-ty prvek x

e x Uy je konkatenace (zfetézeni)

e | |(X) je konkatenace vice sekvenci (z mnoZiny X)
e () je prazdna sekvence

® < Xp,..., X,—] > je usporadana n-tice
(pozn., definovdno pfes mnozZiny: {x}, {x, y} je usporddand dvojice, {{x}, {x, y}}, {x,y, 2} je uspora-
dana trojice, etc; prevod zajist'uje funkce : ¢/ — 0, {x} — {x}, sL <t >"— {s5,1})

e 7" je mnoZzina vSech n-tic nad mnozinou z
o dom(f) pro funkci f : x — y je n-tice & funkce je n-arni

e Relace r C 7" je n-drni

Poznamka: f(< ay,...,a,—1) piSeme jako f(ao, ..., @y-1),
< XQ, -y Xy—1 >€ r piSeme jako r(xg, ..., Xy—1)-
Piiklad: Relace <naN: <CN?, (1,2)e<=<(1,2) = 1<2
——
,jako normdln{ lidi*

Pojem: Obecnd notace je dvojice S =< S,Ars >, kde ® ¢ S a Arg : S — N udava pocet argumentl pro
seES.
e s€ S jesymbol S
e Arg(s) je Cetnost (arita) s
e Ars[S]je mnoZina Cetnosti S

e Pokud Arg(s) = 0, je s konstantni symbol
Notace je obecnd notace, kterd mé alespon jeden konstantni symbol, tedy 0 € Arg[S]

Priklad: S =< S = {+,-,71,0, <}, Ars >, pak
Ars(+) =2,Ars () = 2,Ars (") = 1,Ars (0) = 0,Arg(<) = 2,Ars[S]=1{0,1,2}.



Pojem: Signatura je < R, F >, kde R je obecnd notace (s 0 € Arg[R]), F je obecnd notacea RN F = 0.

e R =F =0 = prdzdnd signatura
e Prvky R se nazyvaji relacni symboly
e Prvky F se nazyvaji funkcni symboly
e R=0=<R,F > je funkéni
o F=0=<R,F >jerelacni
Pojem:z Struktura je A =< A,R,F >, kde A # 0,R je soubor relaci konecnych kladnych Cetnosti a F je
soubor operaci kone¢nych kladnych Cetnosti.
o Aje univerzum v A

e Nuldrni funkce vA je {< 0,c >},c€ A
CviCent 6.10.2009

Opakovani: VYSVETLENf PREDNASKY.
Pojem: Podstruktura. Méjme A =< A,R, F >, B =< B,R’, F’ >. B je podstruktura A, pokud plati ndsledujici:

1. BCA

2. R ={rnB™, reR, Arg(r)=m}

3. F={fnB"xB; feFArp(f)=m}
4. Bjeuzavienona f (feF).

Pojem: Méjme A =< A, R, F >, mnoZinu X. MnoZina generovand v A z X je nejmensi podmnoZina A ob-

sahujici X a uzavfend na operace z x* .

Priklad: X =0 ~ X' = {konstanty a vSe, co tyto generuji}
X=0,F=0 ~ X =0
)_(A # () = univerzum nejmensi podstruktury A, A < X > je podstuktura generovand X.

Téma: Booleovy algebry.

Priklad: ZDE NEJASNY ZAPIS.
2=<2={0,1},-1,V1,A1,0,1 >,0,1 je nularni, —; je undrni, Vi, A; je binarni.
-1 1252 —1(0)2 1,—1(1)20
Vi:2%x2—>2 Vi(x,y) = max{x,y}
AL :2X%X2—>2 Ai(x,y) = min{x,y}

Pojem: L-strukturaje L =< —,V,A,0,1 >
2 =<12,—1,vi, AL O 1 >; 1212, —1(x) = —1(f(x))

vvvvvv

Musi spliiovat nasledujici (¢ znamend V nebo A, ¢’ je opacné nez ¢):

1. Asociativita: x o (yoy) = (xoy) oz
2. Komutativita: x oy =y o x
3. Distributivita: x o (y ¢’ z) = (x 0 y) o’ (x ¢ 2)

4. Absorpce: x V(x Ay)=x=xA(xVYy)



5. Komplementace x V (-=x) = 1; xA(-x) =0

Priklad: < P(I),\,U,N, 0, > je booleova algebra. Definovdno <8: a<Bb o a=anb.
Operace:
e Rozdil:a—b =a A (-b)
e Symetricka diference: a—b = (a —b) A (b — a)
e Implikace:a - b=-aV b; aeb=@—->b)ADb—>a)

Pojem: M¢éjme ¥ mnozinu funkci konecné Cetnosti, X mnoZzinu, F n-arni funkci. F-konkluze x je F[x"] =
{F(x1, ..., x3)| < X1, ..., X, >€ x"}.
F X" - x; Flx] =rng(F)

Priklad: X ={0,1,2}; F(x) =min{2,x+ 1}; ~ F[x]=1{1,2}

F -konkluze x je F x| = {F[x]|F € F}

X je F -uzaviend, kdyz Fx] € X

F -uzdver X je nejmensi nadmnoZina X, kterd je ¥ -uzaviena. Zna¢ime F < X >.

F -odvozeni z X je sekvence s takova, Ze pro i € lh(s) je (s); € X nebo iy, ..., i, a n-arni F € ¥ takova,

ze (8)i = F((8)igs - (8)i,)-
S je odvozené y= (S)lh(s)—l .
Prvek je F-odvozeny 7z X = je poslednim ¢lenem ¥ -odvozeni.

CvICenf 13.10.2009

Opakovani: Induktivni definice mnoZziny Y.

l.xeX=>xeY
2. n-damig e F,<y1, .., y2 >€ Y f(y1, .., yn) €Y
Pojem: Realizace signatury < R, F > je struktura < A, R4, F4 >:

RA =< Rp:ReR>: Rg CAA®
FA =< Fp:FeF > Fp CAAVD)

Priklad: <7 ={0, 1,2}, +,%,0,1,<>
<T={0,1),(0,2),(1,2)}; +'= 0+0=0,x+y=(x+ y)mod3

Pojem: Izomorfismus struktur.
Méjme A =< A,RA, FA >, B =< B,R8 FB > h: A — Bje isomorfismus A a B, pokud:

1. hje bijekce.

2. ReR,<ay,...a, > A"\n=Ar(R): R*ay,...,a,) © RB(W(a)), ..., (a,))

3. FeF,<ay,...ap, > A%\n=Ar(F): h(F4a,..,a,) = FE(h(a), ..., h(ay,))
Pojem: Aplika¢ni doména.

Méjme < S, Arg >, X mnoZinu sekvenci. Pak aplika¢ni doména je Ad(S,X) = Jees{{s) x XA}, <
5,8 >,5€8,s¢e XAs(

Priklad: S =< +,-,0,1 >, X ={0,1,2}
Ad(S,X) ={(+,<0,0>),(+,<0,1 >),(+,<0,2>),....(-,<0,0 >),...,(0,0), ...}
Aplikace < S, Arg >na X : Aps x(s,s) =< s > Us; Aps = Aps.s+



Pojem: Obor vyrazi < S, Ars > je struktura D*(S) tvaru < §*,s° >, kde s’ je < sl[s € § > .
00 §As® 8% $0%s) = Aps(s, s) pro s € S*AsC)

Pojem: Obor designatorti D(S) notace < S, Arg > je podstruktura DA(S) generovani 0.
Priklad: D; = {0, 1}; D, = {+(0,0), +(0, 1), +(1, 0), +(1, 1), ..., %(0, 0)}
¢: DopLNIT!

Téma: Teorie.
Teorie T € VFp (prvky T jsou axiomy, P(T) jsou prvovyroky T')

&: a&b = -(a — —b)

V: aVb =-a-b

o aeob =(@—->bANDb-—>a)

=: a-b =(aAN-b)V(bA-a)
Z: DopLNIT!

CvICeNT 20.10.2009

Téma: Vyrokova logika.
Ohodnoceni je funkce, kterd vraci O nebo 1: v eg e VFp=DPU{—,-})
v(p) =1 ...vjemodel ¢
T C VFp ... teorie
MF(p) = {v €] [W(p) = 1}
MA(T) = per M*(¢)
-M¥(T) =5 \M*(T)

g oy o M (p) = M)
gy e M(p) S M W)
M (o V i) = MF () U MF ()
MF (p&ip) = MF () N M* ()
M*(=¢) = -M"(p)

Véta: (2.1.4) M&jme P konecny, K €5, M (V ek - Apepp®P)) = K
pPP=-p;  pl=p
K=M'{(p—>qVr)

p g r (poqgVr

0 0 0 1

0 0 1 1

0 1 0 1

0o 1 1 1 ~ L NVPOALAIYVEOAP ALY~ (mpA-gAT)V (mpAg A-r)
1 0 0 O

1 0 1 1

1 1 0 1

1 1 1 1

M¥(T, ) = ME(T, ) ... T-sémanticky ekvivalentni ¢ ~7 1.
Tvrzeni: Necht' ¢’ vznikne z ¢ nahrazenim vyskydu podle ¥ funkci y’. Pak ¢ ~ ' = ¢ ~ ¢'.

o=p
Y~y =~y



o=y, ¢ =y

@ =0

o’ vznikla z o nahrazenim  za y/’.

o~ o’ (IP)

M*(=0) = =M"(0) = ~M" (") = M (=0”)
p=0—¢&

M*(p) = ~M" (o) U M" (&)

o—¢ = —oVE

o’ vznikla ...(pfedpoklad)
MF(0") = M* (o) (IP)

& vznikla ... (predpoklad)
M) = M7(§)

MF(¢') = =MF(0”) U MF(&")

Uloha: Mgjme teorie T C T”. Jaky je vztah M(T) o M(T")?

Reseni: M(T) 2 M(T")
T"=TsupS
M(T)=MTUS)=MT)n M(S)

Definice: ¢ je pravdivd v T, kdyZ v kazdém modelu T plati T # ¢,
lZiva v T, kdyZ v kazdém modelu T plati T # —.
®p(T) je mnozina vSech pravdivych vyrokd v T,
@ (T') je mnoZina vSech 1Zivych vyrokd v T

Tvrzeni: T C T’, pak ®p(T) C Op(T").
ee®p(T).vEp,veMT)=>vE ,ve M(T') = ¢ € Op(T’)

Tvrzeni: T C Op(T)
Op(T) = Op(Op(T))
C je trividlni, zbyva 2:
¢ € Op(Dp(T))
v £, ve M(Op(T))
Odbocka, chceme zjistit vztah M(T) o M(®p(T)). T E ¢ = M(T) C M(p)
M(T Uip}) = M(T) N M(p) = M(T).
Tedy M(T) = M(®p(T)), konec odbocky.
vEe, veM()
¢ € Op(T)

Poznamky: T = (p — p) je vidy platny vyrok,
L ==(p — p)je vidy lzivy vyrok.
Z4dny model ... spornd mnoZina
M(T,T)=M(T)

M(T,1)=10
M(L)=10
Op(L) = VFp
M(VFp) =10

(¢ =) = (¢ =#¢)
TEe—-YyoTE Y-S+



TEPx)=TE (Yx)P(x)
T E P(x) = (Yx)P(x)

Nezévisld formule: ani pravdiva ani 1Ziv4.
0-Fpi O~ kE#p

®p(0) je tautologie.

Op(VFp) = VFp

Konzistentni (splnitelnd) formule: nenf 1Ziva.

Uloha: SAT: Mame formuli v CNF, je splnitelnd?
A co v DNF (disjunktivni normalni forme), (a AbAcA=d)V (aA—=bA #cA=d)V ..V (aA=aAbA-c)
- linedrni, sta¢i nalézt jednu splnitelnou klauzuli (zdvorku).
FALS: Je formule v DNF falzifikovateln4?
CNF splnitelnd: NP-tplny problém, DNF splnitelna: O(n). PotiZ je ale ve slozitosti prevodu.

CvICeNT 27.10.2009

Uvod: ref2 —7eVFr2
r(p)=v(p) peP
r(—@)=1-rg) ¢eVFp
e > y)=1C r(e) =0V r@) =1),0 jinak.
VFp=D(< {—~,=}UP,>); W=2U=0

Tvrzeni: Necht < §,Arg > je notace, U, V mnoziny, s € S, n = Ars(s), Gy(21, ..., Zn, 4) : PWY' X U - W,

Gs1(W), ... Gsp(u) : U = P(U). Potom A!H : D(S) x U — W takovd, ze H(< s > Ui U ... Un,,u) =

Gs(H[{nl} X Gs,l(”)]e ey H[{nn} X Gs,n(u)]a u)
A'H: D) > W; s€8 :Gz1,.0020) : W' > W
H(< s> Un U...Uny) = Gy(Hm), ... H(y))

Téma: Dedukce, axiomy vyrokové logiky (mnozina LAx).

(PL1) ¢ = (¥ — ¢)
(PL2) (¢ = (W = x) = (¢ = ¥) = (¢ = x))
(PL3) (m¢ — ) — (¥ — ¢)

Pojem: Modus ponens aneb pravidlo odloucent, jediné pravidlo vyrokové logiky: MP(¢,o — ) = ¢ pro
peT

Poznamka: Dtikaz = {MP}-odvozeni ¢ z LAxUT.
Tre =existujedikazpz LAxUT.

Uloha: Ovéfit+ ¢ — .

Reseni: (PL1): - 0 — (¢ — @)
(PL2): F(p = (g2 @) = ¢) = (¢ = (9= 9) = (¢ — 9)
(PL1): Fo — (g = ¢) = ¢)
MP): +(p = (¢ = ¢) = (¢ > ¢)
(PL1): o — (¢ = ¢)



MP): Fp >0
Véta: O dedukci. M&jme T teorii, ¢, funkce, T+ - & T,p+y

Dikaz: = Tre—oy
e MamdtkazzT : ¢ — .
e Pfiddm kroky ¢ a MP ~» y:

e Trp—yY
T,opro -y
T,otre
T,ory

O

&= T,oF Y

o e T jevidét, y = X — X dokdzdno diive.
o M¢éjme ¢y, ..., @p.
cpiel,o: e=y.TryYy—>yY
s yeT, oAy +¢:
Try—(e—y)
TrY
Tre—yY
e Yy odvozeno MP z y,y — ¢
T,orx; T.orx =y
AP) Tro = x, 0 = (x = ¥)
DUKAZ GPORNYM TVRZENIM: PLATY, PLATf, PLAT{, PLAT, PLATf, PLAT{, PLATI!
PL2) T+ (> = ¥) > (= x) = (@—¥)
CxMP) Tro -y

O
Uloha: + P =@

ReSeni: [2 :]F —=—¢ — (=g = =)
(VD): ==+ = — ==—p
® (mp = =) = (mmp — @)
(PL3),MD: ——¢+ ——p - ¢
ZXVD (?): + i e )
O

Uloha: + @ —
Reseni: ?

Uloha: + = — (@ = Y)
ReSeni: ?

Uloha: + -

ReSeni: ?



CvICENT 29.9.2009

Pojem: Extenze teorie.
M¢jme teorie S, T. S je extenze T, pokud P(T") C P(S), ®(T) C O(S).

o Jednoduchd extenze je, kdyz navic plati P(T) = P(S).
o T je kompletni, jestliZe m4 model a pro kaZzdou ¢ : T = ¢ nebo T | —.

Tvrzeni: T je kompletni © md pravé jeden model.

Dukaz: =: v,we M(T),v#w dp P :v(p) # w(p)
o T—||=paniT—||=—|p.

Tvrzeni: Teorie ma model & kaZzd4 jeji kone¢na ¢dst ma model.

Dukaz: =: trividlni.

&: PouZijeme princip maximality, mame-li strukturu < A, <>, jejiz kazd4 linedrné usporadana
podmnoZina m4 maximum (majorantu), potom v A existuje nejveétsi prvek. OBRAZEK.

e Vezméme T konecné splnitelnou (kazda kone¢na podmnozina ma model), strukturu < {7’; 7’ kone¢n¢ splnite
T'},C>

o = (PM) existuje S maximalni konecné splnitelna.

e M4 S model? Potfebujeme dokazat ndsledujici:

@: (peS,poyYeS)=>yes
Vezmemev e M(p, o > ) = vip)=1 = veMpe-yS,¢v) = Suly
je konecné splnitelnd = ¢ € §, jinak spor s maximalitou §.

(b): peS e©-pe¢S
=: {¢, 7¢} nemd model = spor s kone¢nou splnitelnosti.

=: ¢S ~ 785 U{y}je konecné splnitelnd.

e S konecnd C S tz. Sy U {—¢} nema model.

e S'kone¢naC S AvESoUS’.

e vp) =1
©: (woyeS)e(peSVyes)

=: ¢S = @eSayes podle(a).

&: e S proS’ C S koneénou Amodel v iE S’ U{~g}, vES U{#@lU{p - ¥}
e Vezmeme ohodnoceni v:v(p) =1 & pe S

m}

Pojem: Axiomatizovatelnost.
K CF 2 je axiomatizovatelnd = Jteorie T : K = M(T)
Funkce c CPx2 .. ={ve’ 2o v}
€ = /\ped()m(o') pa(p) G = M(er)

Pro K cF 2:

1. vje oddélend od K, kdyZ existuje o C v konecné, 6 N K =0



2. K je uzavrend, kdyZ obsahuje kazdé v, které neni oddélené od K
3. K je oteviend, kdyz F2 \ K je uzavien

4. K je obojetnd, kdyz K i jeji —K jsou uzaviené
Z toho plyne nésledujici:

(K1) (a) Prunik uzavienych je uzavieny.
(b) Sjednoceni kone¢né uzavienych je uzaviené.
(K2) (a) vef 2\ Kjeoddélend & Iy takové, zeve MW) AMY)NK =0
(b) Kjeuzaviend & Vve' 2\K ysve M) AMY)NK =0.
Véta: K CF 2 je kone¢né axiomatizovatelnd < ona i komplement jsou axiomatizovatelné.
Dukaz: =: i o trividlni.
&1 K=MT)=-M$S)E3\ K =M(S)), potom M(T US) =M(T)NMS) =0,
(o kompaktnosti): dkonecnd 7' C T aS’ CS tz. M(T'US’) = M(T")n M(S’) = 0.
e Chceme M(T) = M(T"), M(T") 2 M(T) vime (T" C T).
o M(T"YC -MIS")C-MS)=MT) =>MT)=MT)=K
O

Véta: K CF 2 je axiomatizovatelnd < je uzaviend.

Diikaz: <: Podle (K2b) je —K = [Jyes M(p) pro jistou S.
e Potom K = (,es M(—p) atedy K = M(T),kde T = {—¢p,p € S}.
=:
Lemma: Pro funkci ¢ : M(¢p) je uzaviena (pro v € 3\ M(yp))
jev e M(=y), pficemz ¢ = \/;§; (DNF + (K2b)) (v € M(—¢))
o K =M(T) = \ger M(p)+ (Kla)
O

Véta: K je konecné axiomatizovatelnd < je obojetna

Dukaz: Vyplyva z ptedchozich dvou vét. O
Cvi¢enf 10.11.2009

Véta: Méjme ¢, ¢ funkce, T teorii. Pak plati nasledujici:

(1.a) T je sporna & v T je dokazatelny spor.

(I.b) T,—pspoma = T E ¢
Dukaz:

(1.a) ,,=* zfejmé.
=T E@,—pE#@— (p— ) dle (2.2.5.a)
F¢— ¢ (MP)
T Ey (MP)



1.b) ,=“T,+# ¢ F ¢ (spornost)
TE+p—o
E(# ¢ — @) — ¢dle (2.2.5.€)

TEy

=T Ew— (g - ) dle (2.2.5.a)
T E ¢ (pfedpis)

T E+ ¢ — ¢ (MP)

T,#¢Ey (VD)

(2) T je maximalni bezespornd teorie

Ra) TEpo peT o T,pje bezesporna.

2b) peTeorpe¢eT, pgoyeT orpeTVYyeT

(2.¢) Ohodnoceni v : v(p) = 1 pro p prvovyrok, p € T je jediny model T'.
Dukaz:

(2.a) trivialni.

@2b) w¢ToT,tpjespoma o TEp o eeT

@2.b.d) =2“p—oveTl, —w¢TopeToTEe=>TEYMP)=yecT
el 25k~ —- (0> Y)R25S D =2TEe->yYyMP)=>p—-yeT
veT=>T, oy =>TFEp— ¢y (VD)

(2.¢) Vezmemew €F 3:wET; wEkp...w=v
Kdyby w |= g prvovyrok g ¢ T, T U {g} byla bezesporna.

(3) Bezespornd teorie 7 ma maximalni bezesporné rozsiteni.

Dukaz: Princip maximality.
< {S 2 T|S bezesporna}, &>
Podle (PM) existuje maximdlni prvek.

(4) T ma model & je bezesporna.

Dikaz: ,>“mimodelvT +¢ ~v(p)=1=2v(-0)=0=>T-FE —p
»<="* Bezespornd = existuje maximdlni bezesporné rozsiteni S 2 T = (2.a) S md model = 7 ma
model.

(5) Teorie T ma model & kazda konecnd podteorie ma model.

Dukaz: 7 md model & T je bezespornd < kazda konecnd podteorie je bezespornd < kazdd koneéna podte-
orie ma model.

6O TFe=oTkEy

Dukaz: ,,=“ vime (korektnost)
~»=“T E ¢ ..T,# ¢jespornd === M(T) € M(@)..M(T,# ¢) = M(T)N M= ¢) =0T,+ ¢ je
spornd= T = ¢

Uloha: Kolik existuje neekvivalentnich teorii nad P : |P| = [?

10



Reseni: 2/ je poget ohodnoceni 2
T ~S & M(T) = M(S)
PE2)| = 22

Kolik je kompletnich neekvivalentnich teorii?

ReSeni: 7 kompletni & mé jeden model ~» 2/

Kolik je neekvivalentnich pravdivych vyrokd 7?

ReSeni: Pocet ohodnoceni [F2|. (T E ¢, M(T) C M(y)) 2 2-M(D)
Kolik je neekvivalentnich nezavislych vyroki teorie T?

Regeni: VSechny — pravdivé a 1Zivé (pravdivé negované)
22 9.2 =M(T) — p2=M(T) . (_p 4 pIM(Dly

Téma: Predikatova logika.
Definice: Jazyk je tvoren

e Jlogickymi symbol -
gickymi sy y (=, —, Yoo
spojky kvantifikdtory

e mimologické symboly (< R, F)
e proménné (Var)

e symbol =
Definice: Term

1. x € Var je term

2. ti,xjeterma f € F arity n = f(t1, ..., ;) je term

Definice: Atomicka formule.
t, ..., 1, termy, P € R = P(ty, ..., t,) je atomicka preformule A" Fm;

Definice: Formule.

1. Preformule je formule.

2. ¢, ¥ jsou formule, x je proménnd. Potom ¢ — ; # ¢, (Yx)¢ jsou formule.
D(APFmy U {—, =} U{(Yx)lx € Var})

CviCenT 24.11.2009
Definice: Necht' L =< R, F >, pak velikost mnoZziny L-termi je max{w, |F|}.

Poznamka: w odpovidd mohutnosti Var (tedy i N).
lw X w| = |wl, |Q = N|, [R] > [N], [R x N| = [R], [[0, 1]| = [[0, 1] % [0, 1]|

CviCent 1.12.2009

Priklad: Jazyk L =< R, F >,
termy napfiklad xi, x2, x3, f(x1, x2), f(F(x1, x2), X2),
atomicka formule A? Fmy, naptiklad P(xy, f(x1, x2), X3),
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Definice: Prehled zdkladnich pojmd.
Formule: D(APFmy U {—, #}UlVx : x € Var}).
Jazyk L s = je teorie rovnosti.
Teorie v L s = bez mimologickych axiomti.
Vyskyt x je vdzany v ¢: vyskyt v podformuli (V...
Volné = nevazané.
Proménna je volnd = ma volny vyskyt, vaizana = ma vazany vyskyt.
Naprt: (Vx)P(x) = x = 1.
Uzaviend formule nema volné proménné (sekvence), oteviend formule nema vazané proménné (bez
kvantifikatori).
Substituce formule ¢, dosazeni ¢ za volnou proménnou x: ¢(x/t) ... o(%).
Formule, na niZ jsou aplikovany substituce, je instance.
Varianta formule: nahrazeni vdzané proménné (Vx)e . .. (Yy)e(x/y), kde y neni volné ve .

Definice: Realizace (model) jazyka.
Méjme jazyk L =< R, F >, jeho realizace je L-struktura < A, R4, ¥4 >. Pokud L je s =, pak =4 je =.

Definice: Jazyky L C L', A’ je L’-struktura.
Pak redukce A’ na L(A’|L) je struktura s vynechanymi symboly, které nejsou v L.

Definice: Mé&jme jazyk L =< R, F >, A =< A, R4, FA > jeho realizaci pak ohodnoceni je e : Var — A.
e(x/a) je stejné jako e, akorat e(x) = a.

Definice: Hodnota termu v A pfi ohodnoceni e je H: (x, €) = e(x), kde x je proménnd, HA (t,e) = FA(HZ (11, e), ..., H (1,
pro F € ¥ acetnostin, t = F(ty,...,t,).

Piiklad : < N, + >, e(x) = 0,e(y) = 1. Termy: H. (x) = 0, H\

tm(y) =1, x ty= +N(H§;(xa e), HF,L()’, e) =
+0,1) =1

Definice: Hodnota atomické formule R(7y, . . ., #,) jazyka L v ohodnoceni ¢ je H;‘t(tp, e) = 1,kdyz RA(t[el, ..., tule])
plati (tedy (t1[el, ..., t.[e]) € RY), 0 jinak.

Definice: Hodnota H” (¢, ¢) formule ¢ v A pii e je
° Hj\‘t(go, e) pro ¢ atomickou.
o —1H"(¢o) pokud ¢y je # ¢.
o H"(p0) =1 H*(¢1), pokud ¢ je po = ¢1.
o min({H*(¢o, e(x/a)),a € A}) pro ¢ = (Yx)¢.

Definice: Formule ¢ plati v A pfi e, kdyZ HA (p,e)=1; AE ¢le].
Formule ¢ plati v A, kdyZ plati v kaZzdém ohodnoceni e, A = ¢.

Definice: Necht' T je teorie v jazyce L, A £ ¢ pro kazdou ¢ € T, pak Ajemodel T,A E T.

Priklad: (Vx)(x <y) — (f(x) = 0).
Jazyk L =< f, <> (f undrni funkce, < je binrnf relace), realizace A =< A, f4, <A>:
A=1{0,1,2}, f4={(0,0),(1,0),(2, D}, <*={(0,0),(0, 1), (1, 1),(1,2),(0,2),(2,2)}
e(x) =1, e(y) =2.
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H(p,e) =

o (V)(x<y) — (f(x)=0)
o (V0)(x<2)— (f(1)=0)
———
1
e min(0<2,1<2,2<2)=1

e 11

o 1
Plati v A, pokud plati pro v§echna ohodnoceni e.
Véta: Necht' A je L-struktura, 7, s termy, ¢ formule jazyka L, e ohodnoceni proménnych v A. Potom:

o 1(x/s)e] = tle(x/s[e])].
Priklad, f(x)(x/f)lel = f(fONlel = f(FDeD) = f()le(x/f(leD] = f(f()leD.
o AE o(x/s)le] © A E ¢le(x/sle])].

Lemma: ...
Méme LC L’,A’ E L', A redukt A na L, e ohodnoceni v A, resp. v A’. Potom plati:

1. Pro L-term ¢ je *[e] = Y [e].
2. Pro formule je A | ¢le] © A’ E ¢[e].
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